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集中荷载作用下弹性支撑浅拱屈曲特性求解
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摘
!

要!为了找到一种针对任意荷载作用下任意拱轴线弹性支撑拱的非线性稳定性研究方法#对集

中荷载作用下任意轴线两端竖向弹性支撑浅拱的面内屈曲特性开展研究#推导了量纲一化的非线

性平衡方程#并通过算例分析了屈曲路径和临界荷载的分布特点#并将其结果与有限元解进行了对

比验证$推导过程中采用具有相同弹性支撑梁的屈曲模态作为形函数#不截断地展开拱轴线%外部

荷载和结构位移#得到基本平衡状态以及极值点屈曲%分岔屈曲的平衡方程&建立了外荷载%结构位

移与结构内力之间的对应关系#进而得到
!

种屈曲形式的平衡路径和临界荷载&分析了弹性刚度参

数对
!

种屈曲条件下平衡路径与极限荷载分布规律的影响$研究结果表明'采用给出的方法计算

的结果与有限元解吻合良好#可以追踪结构发生屈曲的全过程&极值点屈曲和分岔屈曲同时存在#

当弹性支撑参数由对称变为不对称时#极值点屈曲路径在特定位置分成基本路径和独立的分离路

径#某些位置的分岔屈曲路径变成极值点屈曲路径#并伴随相应临界荷载点的出现和消失&临界荷

载仅在量纲一的弹性约束参数较小时随之发生变化#当约束刚度增至一定程度时临界荷载不再随

约束刚度的变化而改变$推导的集中荷载下任意拱轴线形竖向弹性支撑浅拱面内屈曲求解公式#

可为最终实现任意荷载下任意轴线弹性支撑拱非线性稳定性的解析求解提供参考$

关键词!桥梁工程&浅拱&竖向弹性支撑&非线性稳定&平衡路径&临界荷载
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引
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言

浅拱结构在工程领域有着广泛应用"国内外学

者对其理论模型和受力性能进行了深入系统的研

究'

#%&

(

&外荷载作用下浅拱有可能发生跳跃屈曲"系

统存在不连续的平衡状态"这是浅拱类结构的一个

重要力学特性"这方面的研究主要有浅拱在阶跃荷

载'

A

(

)正弦分布荷载'

'

(

)集中荷载'

(

(

)径向均布荷

载'

$

(等作用下的稳定与屈曲特性&温度荷载作用下

结构的屈曲与平衡形态也是近年来研究人员关注的

一个重点'

)%*

(

&拱轴线形是浅拱研究过程中一个非

常重要的参数"已有研究关注的拱轴线形主要有正

弦形轴线'

A%(

(

)圆弧拱'

$

(

)抛物线'

*%#"

(等&此外"研究

人员对结构存在偏离理想拱轴线的几何缺陷时的力

学特性进行了特别关注"并得到一些有意义的结

论'

##%#'

(

&上述研究主要针对理想铰支或固结边界

条件"实际工程中存在许多弹性支撑的情况"如%系

杆拱的拱脚)弹性约束机械拱臂等&国内外学者分

别对其在各种弹性支撑条件下的稳定和屈曲特性进

行了研究&

-8

等推导了弹性约束浅拱在冲击荷载

作用下动力稳定性的理论模型"并应用于变压器线

圈短路的实践中'

#(

(

$

\@@

等推导了一端弹性约束转

动曲梁的面内自由振动模型'

#$

(

$卢鹏等对工字形截

面水平和转动弹性支撑圆弧钢拱进行了参数分析"

修正了已有的设计公式'

#)

(

$

V26

等推导了水平弹性

支撑条件下浅拱的非线性屈曲分析理论模型'

#*

(

$

OJ23

等推导了变截面弹性支撑拱的一种新理论模

型"并对极限荷载进行了分析'

!"

(

$

P3

等针对各类对

称与非对称弹性约束圆弧浅拱的非线性屈曲特性进

行了一系列研究"得到了一些外荷载下结构内力)变

形和外荷载之间的变化关系'

!#%!&

(

$曾有艺等采用变

分原理研究了集中荷载作用下弹性约束圆弧拱的面

内屈曲特性'

!A

(

&同时"弹性约束条件下浅拱的内共

振)分岔等非线性动力特性也受到了广泛的关注&

\2:2CW;62C2

等推导了一端转动弹性约束浅拱发生

#]#

内共振时的平均方程"并分析了非线性响应的

分布规律'

!'

(

$

+>;8

等推导了参强激励下拱结构的

动力学方程"得到了全局分岔时的混沌行为'

!(

(

$

R3

等推导了一端竖向或转动弹性约束浅拱发生
!]#

内共振时的非线性模态计算方法'

!$

(

&因此"在已有

文献的基础上找到一种研究任意轴线弹性支撑浅拱

非线性稳定性的方法"具有重要的理论意义和应用

价值&

为此"本文以集中荷载作用下任意轴线竖向弹

&##
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权#等'集中荷载作用下弹性支撑浅拱屈曲特性求解



性支撑浅拱的稳定性和屈曲荷载为例"通过弹性支

撑梁的模态展开外荷载)拱轴线和位移"得到极值点

屈曲)分岔屈曲的平衡路径和极限荷载"并分析了弹

性约束参数的影响"最后将理论结果与有限元结果

进行了对比验证&

:

!

基本力学模型

竖向弹性支撑浅拱如图
#

所示&图
#

中"直角

坐标系
!"

#

内所示为两端竖向弹性支撑的浅拱"

$

为跨径"

%

#

)

%

!

为两端弹簧刚度"

#"

!

!

#为初始拱轴

线形"

#

!

!

#为集中荷载
&

作用下的竖向位移&引入

浅拱基本假定后结构平衡状态的量纲一化微分方

程为'
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"

!&

"

!'

(

'

((

'̂

((

"

_

)

'

(

^

*

"̀

!

#

#

式中%

'

)

'

"

)

)
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*

分别为量纲一的位移)初始线形)轴

向压力和外荷载&

其对应的边界条件为
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式中%

!

为量纲一的水平坐标轴$

+

#

)

+

!

为量纲一的竖

向弹性刚度&

图
#

!

竖向弹性支撑浅拱
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对量纲进行归一化处理时引入的变量为
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式中%

.

为弹性模量$

-

为截面的转动半径"

-`

/

*槡 0

"

/

为截面惯性矩"

0

为截面面积&

将初始线形)位移和外荷载分别展开"有

'

"
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式中%

#

3

)

$

3

)

*3

分别为量纲一的初始线形系数)变形

系数和外荷载系数$

4

3

!

!

#为用于展开的形函数&

外荷载分解采用
4

3

!

!

#的两阶导数是为了利用

正交性得到解的一般形式&为获取集中荷载作用下

竖向弹性支撑浅拱的解"同时满足弹性约束边界和

正交性条件的要求"与文献'

#(

(类似"

4

3

!

!

#选取与

浅拱相同边界)跨径和材料参数的梁的屈曲模态"其

求解的微分方程和对应边界条件为
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式中%

6

为结构的量纲一化刚度参数&

求解式!

A

#)式!

'

#可得各阶形函数
4

3

!

!

#的表

达式"根据正交性和标准化条件有

!
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式中%

#
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为
.C;6@:Z@CM@4J2

函数符号!

7

"

3`#

"

!

"

&

"+#$

8

3

为形函数的正交系数&

将式!

&

#中各项代入式!

#

#"并利用正交性条件

可得求解方程

$

3

^

#

3

8̂

3

$

3)

^

*3

"̀

!

$

#

轴向压力
)

的计算公式为

)
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#
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%

2b
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3

5$
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非线性稳定与平衡状态

浅拱在外荷载作用下有极值点屈曲和分岔屈曲

!

种失稳形式'

#A

(

"本文追踪这
!

种屈曲在整个荷载

作用过程中的内力)位移状态"并获取极限荷载&

;<:

!

基本平衡状态与屈曲荷载

跨中集中荷载
*

可表示为

*

`^

"

!

%#

!

!

^

"

!

# !

)

#

式中%

%

为荷载参数$

#

!,#为
,3C2:M@4J2

函数&

展开后外荷载系数可写成
*3

`^

%

9

3

"其中
9

3

为荷载系数&变形系数
$

3

具有如下形式

$
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`

#

3

^

%

9

3

#̂ 8
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*

#

将式!

*

#代入式!

$

#"可得到关于荷载参数
%

的

二次方程为

0
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#

%
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其中"系数
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的表达式为
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个系数均为
)

的函数且
:

#

)

;

#

与浅拱的初始

形状有关&将式!

*

#代入式!
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#可得到结构的位移

场"定义位移竖直向下为正&跨中集中荷载作用点

的竖向位移
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求解式!
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#)式!
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#可得到外荷载)结构内力与

结构位移之间的关系式&

浅拱结构发生极值点屈曲时"其切线刚度矩阵

奇异"对式!
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#中隐函数关系
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"可得到量纲一临界荷载
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与对应结构参数
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的关系为
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的表达式为

0

!

1

%

2b

3

1

#

8

!

3

9

!

3

!

#

5

8

3)

#

&

"

:

!

15

%

2b

3

1

#

!8

!

3

9

3

#

3

!

#

5

8

3)

#

&

"

;

!

1

%

2b

3

1

#

8

!

3

#

!

3

!

#

5

8

3)

#

&

2

!

!

#A

#

0

!

)

:

!

为
)

的函数"
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与初始形状有关"且

有
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'
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&发生极值点失稳时"极限荷载对应

的内力满足式!
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#"通过式!
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#)式!
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#可求得极值

点失稳的屈曲荷载&
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!

分岔平衡状态与屈曲荷载

当式!
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#中某些变形系数
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=

与相应的结构线形

系数
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存在如下关系时"可能会发生

分岔屈曲
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为非零"结构存在对应的

模态
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#"平衡状态的求解不能沿用求解极值点

屈曲时的方法&此时"将式!
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时的
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代

入式!
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由式!
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#对任意荷载)任意形状浅拱的分岔屈

曲解"可发现
$

'

3

与荷载参数
%

是线性关系&还可

知分岔屈曲的路径与极值屈曲的路径交叉"因此分

岔屈曲的临界荷载
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分岔屈曲的平衡路径由式!

#$

#求解"在平衡路

径中外荷载)结构内力及位移具有对应关系"临界荷

载通过式!

#)

#求解&

=

!

数值验证与讨论

采用上节推导的方法分析量纲一的竖向弹性刚

度参数
+

#

)

+

!

对平衡路径和屈曲荷载的影响&选取

初始拱轴线形
#"
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#^:;I

!
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##"其中
>

为通过

-

进行量纲归一化处理的矢高"取
> #̀'?"

&采用有

限元软件
OKLRL#"9"

对本文方法的理论结果进

行数 值 验 证&采 用
/@21A

单 元 模 拟 拱 结 构"

E;1W36#A

单元模拟竖向约束刚度"其中浅拱结构

的有量纲参数为%跨径
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"矩形截面面积

0 #̀d#!11

!

"弹性模量
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"泊松

比
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&量纲一解析解和有量纲数值解通过前

述定义的量纲转换后进行对比&
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弹性约束对平衡状态的影响

下页图
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这
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种情况下竖向弹性支撑浅拱

的平衡状态&图
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中"
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为极值点屈曲极限荷载

点"
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为分岔屈曲极限荷载点!
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W

#可知"平衡路径有
#

条完整的极值点屈曲路径和
A

条分岔屈曲路径&极

值点屈曲路径包含
!

个闭合环"曲线上有
A

个临界

荷载点
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"可由式!
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#)式!
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#求得&在
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曲线和
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曲线上均位于切线角度为
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的局

部极大极小位置&

A

条分岔屈曲路径分别位于
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'图
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#(中"极值点屈曲路径由基本路径和一

段闭合的独立路径构成"两者在
)
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时"竖向弹性支撑浅拱极值点屈曲)

分岔屈曲的平衡状态曲线
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个路径上有
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个临界荷载点"其中
!

个在基本路径

上"

)

个在独立路径上&分岔屈曲路径只在
)
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处存在"并有
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这
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个临界荷载点&对比
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种
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的平衡路径可以发现"弹性边界由对称

'图
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#(变为不对称'图
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#(时%极值

点屈曲路径在
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处分成两部分$
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À

!

"

A

"

(

#处分岔屈曲路径变成极值点屈曲路径"临界

荷载的类型发生改变$

)

`#

*
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&

处分岔屈曲路径及

临界荷载类型不发生变化&

此外"在对称弹性边界!
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个屈曲路径上和不对称弹性边界!
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部分屈曲路径上"本文解析解与有

限元解吻合良好"相对误差在
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以内&在不对称

弹性边界的
)

)

#

*

8

!

部分"有限元法难以得到这部

分的屈曲路径"而本文方法则可有效地追踪发生分

离!由边界非对称引起#的全屈曲路径&因此"上节

中极限荷载均选取本文方法得出的结果&
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弹性约束对极限荷载的影响

为了分析弹性支撑刚度对极限荷载的影响"下

页图
&

给出了
> #̀'?"

时极限荷载
%

:

!包括
%

#

)

%

W

#

随
+

#

)

+

!

的变化曲线"其中浅灰色曲线为独立于基

本平衡状态的解"

+

为组合弹性支撑刚度参数"
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#

_+
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#&由图
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#可以看到"在
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变化过程

中系统有
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个极值点屈曲和
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个分岔屈曲!
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#的临界荷载点"其中只有
@

#

)
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!

位于基本的极

值点屈曲路径上&在
+

!

较小时各临界荷载点均随

+

!

发生变化"且其绝对值均增大$

+

!

增至大于
&""

时

各临界荷载点的大小均不再发生变化"且与
+
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时非常接近&值得关注的是
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位置时"结构是对称的"极值点屈曲临界荷载
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转变为分岔屈曲临界荷载"对称与

非对称的平衡状态如图
!

所示&图
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#为
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#
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时

临界荷载随
+

变化的关系"可发现系统有
A

个极值

点屈曲和
)

个分岔屈曲的临界荷载点"其值随
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的

变化基本不发生改变"各种
+

对应的典型平衡状态

如图
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#所示&
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结
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#本文方法结果与有限元解吻合良好"且可以

追踪结构发生屈曲的全过程&

!

!

#极值点屈曲和分岔屈曲同时存在"当弹性支

撑参数由对称变为不对称时"极值点屈曲路径在特

定位置分为基本路径和独立的分离路径"某些位置

的屈曲分岔路径变为极值点屈曲路径"伴随相应临

界荷载点的出现和消失&
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&

#弹性约束参数值较小时"临界荷载随之发生

变化$当其增至一定程度时"临界荷载不再随弹性约
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弹性支撑参数
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对临界荷载的影响!
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#本文研究了集中荷载下任意拱轴线形竖向

弹性支撑浅拱的面内屈曲"为最终实现任意荷载下

任意轴线弹性支撑拱的解析求解提供借鉴&但本文

方法及算例所得屈曲路径为理想材料时结构的全过

程曲线"与实际工程中拱结构尺寸和材料存在差别&

为此"改进本文方法理论"与实际工程结合是今后研

究的方向&
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