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对称点对点式桁架臂弦杆单肢屈曲载荷

赵二飞，成　凯，周振平
（吉林大学 机械科学与工程学院，吉林 长春１３００２２）

摘　要：为了确定关于对称点对点式桁架臂弦杆单肢屈曲载荷的快速可靠的计算方法，对其结构进

行力学简化，建立了弦杆腹杆相互作用的空间力学模型，根据梁柱理论得到弦杆的稳定方程，并求

解得到了弦杆单肢的屈曲载荷和变形平面。研究结果表明：与有限元计算结果进行对比，验证了力

学模型和推导过程的正确性；与单独考虑某个平面腹杆计算得到的屈曲载荷相比较，提出了将单独

考虑较弱平面腹杆计算得到的屈曲载荷近似作为弦杆单肢的屈曲载荷；对这种近似计算方法的稳

定方程进行化简，确定了利用求解超越方程来计算弦杆单肢长度系数的方法；该计算方法为对称点

对点式桁架臂弦杆的屈曲载荷提供了理论依据，可用于工程实际应用。
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０　引　言

履带起重机具有起重量大，可以带载行驶，接地

比压小，作业灵活等优势，一直是各种工程建设项目

中大型起重设备的重要成员。桁架臂是履带起重机

最重要的承载结构，其中对称点对点式桁架臂是目

前最常见的２种桁架臂形式之一
［１］。弦杆的单肢稳

定性是桁架臂设计和计算中最重要的内容。欲计算

弦杆的单肢稳定性必须先确定弦杆单肢的屈曲载

荷，因此如何准确快速地确定桁架臂弦杆单肢的屈

曲载荷是相关学者和技术人员研究的重点之一［１２］。

目前，中国桁架臂的设计和计算主要参照一些

与金属结构相关的文献［３９］。大多数文献在计算桁

架臂弦杆屈曲载荷时，认为腹杆的刚度比弦杆的刚

度小得多，故腹杆对弦杆的嵌固作用较弱，弦杆与腹

杆连接节点接近于铰点，故将弦杆当作受铰接支座

支承的连续梁，此时弦杆的单肢长度系数为１，即弦

杆的节点间几何长度就是弦杆的等效长度［４］。中国

钢结构设计规范、英国起重机设计规范和受拉索约

束的美国桁架臂起重机结构测试方法等也是按照同

样的方式处理桁架臂弦杆的单肢长度系数［７９］。

陈绍蕃论述了各类轴心压杆（柱、平面和空间桁

架、网架、塔架杆件）由于在端部受到约束，由此决定

的等效长度系数应普遍小于１
［１０］；王伟等的研究成

果也验证了这一结论［１１１３］。另外，毕尔格麦斯特等

对桁架结构提出的长度系数为０．８
［１４］；Ｗａｒｄｅｎｉｅｒ

等则提出对桁架结构在２个平面内的长度系数均取

０．９
［１５］；Ｂｌｅｉｃｈ研究了承受均布载荷的平面桁架结

构中受压弦杆的等效长度系数，并以稳定理论分析

为基础提出了其与桁架结构弦节间数的计算公

式［１６］；Ｒａｚｄｏｌｓｋｙ研究了蛇形格构件中柱的弹性屈

曲和长细比计算方法［１７１８］。

本文的研究对象是对称点对点式桁架臂，由于

弦杆和２个平面的腹杆刚性连接，故弦杆同时受到

２个平面腹杆空间的限制作用，弦杆的变形是空间

的某个平面，因此弦杆的屈曲载荷大于等长度两端

简支构件的屈曲载荷，也就是说弦杆单肢的等效长

度系数小于１。在工程实际中，桁架臂弦杆的单肢

等效长度系数取为１是保守的。此外，毕尔格麦斯

特等提出的长度系数计算公式都没有考虑不同规格

腹杆对弦杆的影响程度，计算得到的弦杆屈曲载荷

可能偏大，从而造成不安全因素［１４１６］。为了进一步

提高桁架臂的承载能力或实现桁架臂结构的轻量

化，需要更精确的方法来确定弦杆单肢的长度系数。

利用有限元等数值方法计算这种复杂结构的屈

曲载荷是一种非常有效的途径，但是该方法并不便

于进行多工况、大规模的计算。为此，本文对对称点

对点式桁架臂进行力学简化，考虑２个平面腹杆对

弦杆空间的弯曲和扭转限制作用，建立力学模型，利

用梁柱理论推导得到简化力学模型的稳定方程，通

过 ＭＡＴＬＡＢ软件求解稳定方程得到弦杆单肢长度

的屈曲载荷和变形平面，定量地对比和分析了这种

形式桁架臂中２个平面内腹杆对弦杆的限制作用。

为了工程实际应用方便，在满足计算精度的前提下，

忽略了起次要作用腹杆的影响，推导了针对对称点

对点式桁架臂弦杆单肢长度系数的简易计算方法，

从而确定了弦杆单肢的屈曲载荷。

１　简化力学模型建立及力学推导

１．１　建立简化的力学模型

对称点对点式桁架臂结构如图１所示，从中取

一段弦杆犃犅进行分析。弦杆犃犅的长度即是弦杆

的单肢长度２犾。在弦杆犃犅范围内，与其相连的有

４根腹杆，其中在犃犣犅平面内与腹杆犃犣、犅犣相连；

在犃犢犅平面内与腹杆犃犢、犅犢相连。

图１　对称点对点式桁架臂结构

Ｆｉｇ．１　Ｌａｔｔｉｃｅｂｏｏｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｏｉｎｔｔｏｐｏｉｎｔｔｙｐｅ

弦杆犃犅段及与其相连腹杆的结构如下页图２

所示。图中犫为犢 点到弦杆犃犅 的距离，即臂架的

宽度；犺为犣点到弦杆犃犅 的距离，即臂架的高度；β

为腹杆犃犢 或犅犢 与弦杆犃犅 的夹角；χ为腹杆犃犣

或犅犣与弦杆犃犅 的夹角；犐和犐Ｐ 为弦杆犃犅的惯
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性矩和极惯性矩；犐犢、犐Ｐ犢分别为腹杆犃犢、犅犢的惯性

矩和极惯性矩；犐犣、犐Ｐ犣分别为腹杆犃犣、犅犣的惯性矩

和极惯性矩。

图２　简化模型示意

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌ

在犃犣犅平面内，弦杆在犃点受到腹杆犃犣、犃犢

绕犣轴的转动限制，如图３、图４所示。

图３　在犃犣犅平面内腹杆犃犣的力学模型

Ｆｉｇ．３　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｏｆｗｅｂ犃犣ｉｎｐｌａｎｅ犃犣犅

图４　在犃犣犅平面内腹杆犃犢 的力学模型

Ｆｉｇ．４　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｏｆｗｅｂ犃犢ｉｎｐｌａｎｅ犃犣犅

同理，在犃犢犅 平面内，弦杆在犃 点受到腹杆

犃犢、犃犣绕犢 轴的转动限制，如图５、图６所示。

１．２　各点转角分析

根据有弹性约束梁柱的相关公式［１９］，得到犃点

图５　在犃犢犅平面内腹杆犃犢 的力学模型

Ｆｉｇ．５　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｏｆｗｅｂ犃犢ｉｎｐｌａｎｅ犃犢犅

图６　在犃犢犅平面内腹杆犃犣的力学模型

Ｆｉｇ．６　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｏｆｗｅｂ犃犣ｉｎｐｌａｎｅ犃犢犅

右侧转角为

θ
′
１＝－

犕′１２犾

３犈犐ψ
（狌）－

犕２２犾

６犈犐φ
（狌） （１）

犅点左侧转角为

θ２＝－
犕２２犾

３犈犐ψ
（狌）－

犕′１２犾

６犈犐φ
（狌） （２）

式中：犕′１ 为腹杆犃犣、犃犢对弦杆犃犅 在犃 点的综合

限制弯矩；犕２ 为腹杆犅犣、犅犢对弦杆犃犅 在犅 点的

综合限制弯矩；犈为弹性模量。

φ（狌）、ψ（狌）和狌为

φ（狌）＝
３

狌
１

ｓｉｎ（２狌）
－
１

２［ ］狌 （３）

　　　　ψ（狌）＝
３

２狌
１

２狌
－

１

ｔａｎ（２狌［ ］） （４）

狌＝
２犾
２

犘

槡犈犐 （５）

式中：犘为弦杆犃犅 的屈曲载荷。

１．３　犃点平衡方程及位移协调方程

假设弦杆犃犅变形平面与犃犣犅 平面夹角为γ，

将犕′１ 分解到犃犣犅平面和犃犢犅 平面，得到
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犕′犣１＝犕
′
１ｓｉｎ（γ） （６）

犕′犢１＝犕
′
１ｃｏｓ（γ） （７）

对于犃点，在犃犣犅平面内的平衡方程为

－犕′犣１＋犕
″
犣１＋犕


犣１＝０ （８）

在犃犢犅平面内的平衡方程为

－犕′犢１＋犕
″
犢１＋犕


犢１＝０ （９）

在犃犣犅平面内根据位移协调得

θ
′
犣１＝θ

″
犣１＝θ


犣１ （１０）

在犃犢犅平面内根据位移协调得

θ
′
犢１＝θ

″
犢１＝θ


犢１ （１１）

另外，绕弦杆自身方向的协调方程

θ
′
犡１＝θ


犡犣１＝θ


犡犢１ （１２）

式中：θ
′
犣１、θ

″
犣１、θ


犣１分别为弦杆犃犅、腹杆犃犣、犃犢的犃

点在犃犣犅 平面内的转角；θ
′
犢１、θ

″
犢１、θ


犢１分别为弦杆

犃犅、腹杆犃犢、犃犣的犃 点在犃犢犅 平面内的转角；

θ
′
犡１、θ


犡犣１、θ


犡犢１分别为弦杆犃犅、腹杆犃犢、犃犣的犃 点

绕犡 轴的扭转角。

由于θ

犣１１、θ


犣１２、θ


犢１１、θ


犢１２是犃点在自身局部坐标

系下的转角，而θ
′
犡１、θ

′
犢１、θ

′
犣１是犃 点在整体坐标系下

的转角，它们之间的关系可以利用三维空间坐标的

旋转算法得到［２０］。

在犃犣犅平面内，绕犣轴旋转χ得到

θ
′
犡１

θ
′
犢１

θ
′
犣

熿

燀

燄

燅１

＝

ｃｏｓ（χ） ｓｉｎ（χ） ０

－ｓｉｎ（χ） ｃｏｓ（χ） ０
熿

燀

燄

燅０ ０ １

θ

犢１１

θ

犢１２

θ
″
犣

熿

燀

燄

燅１

（１３）

在犃犢犅平面内，绕犢 轴旋转－β得到

θ
′
犡１

θ
′
犢１

θ
′
犣

熿

燀

燄

燅１

＝

ｃｏｓ（－β） ０ －ｓｉｎ（－β）

０ １ ０

ｓｉｎ（－β） ０ ｃｏｓ（－β

熿

燀

燄

燅）

θ

犣１１

θ
″
犢１

θ

犣

熿

燀

燄

燅１２

（１４）

由式（１３）、式（１４）得到下述３个方向的转角关

系，绕犡轴的转角为

θ
′
犡１＝θ


犢１１ｃｏｓ（χ）＋θ


犢１２ｓｉｎ（χ）＝

　　θ

犣１１ｃｏｓ（－β）－θ


犣１２ｓｉｎ（－β） （１５）

绕犢 轴的转角为

θ
″
犢１＝－θ


犢１１ｓｉｎ（χ）＋θ


犢１２ｃｏｓ（χ） （１６）

绕犣轴的转角为

θ
″
犣１＝θ


犣１１ｓｉｎ（－β）＋θ


犣１２ｃｏｓ（－β） （１７）

１．４　腹杆犃犣和犃犢对弦杆的限制作用

１．４．１　腹杆犃犣在犃犣犅 平面对弦杆弯曲的限制

作用

　　腹杆犃犣在犃犣犅 平面内对弦杆弯曲的限制作

用如图３所示，可以简化为一端固定一端简支的超

静定梁。犃犣腹杆长为 犺２＋犾槡
２，在犃点受犕″犣１的弯

矩，且假设犃点的犕″犣１与θ
″
犣１方向相同，根据一端固

定一端简支的超静定梁的转角公式［２１］，可以求得犃

点的转角为

θ
″
犣１＝
犕″犣１ 犺

２＋犾槡
２

４犈犐犣
（１８）

设α
″
犣１＝４犈犐犣／ 犺２＋犾槡

２，则式（１８）转化为

θ
″

犣１＝
犕″犣１

α
″

犣１

（１９）

１．４．２　腹杆犃犢在犃犣犅 平面内对弦杆弯曲的影响

腹杆犃犢在犃犣犅 平面内对弦杆弯曲的影响如

图４所示。由于腹杆犃犢 同时产生弯曲和扭转变

形，故需将腹杆犃犢的弯曲和扭转对弦杆的限制作

用分别进行分析。在犃犣犅平面内腹杆犃犢 扭转对

弦杆的限制作用，可以将腹杆犃犢简化为一端固定

一端铰接的梁，长为 犫２＋犾槡
２。假定犃 点在犃犢 方

向受到的扭矩为犕犣１１，由图４可知，犕

犣１１应为犕


犣１和

犕犡犣１在犃犢方向的扭矩分量之和，即犃点受犕

犣１１＝

犕犣１ｓｉｎ（β）－犕

犡犣１ｃｏｓ（β）的扭矩，且假设犃点的犕


犣１１

与θ

犣１１方向相反，可以求得犃点的扭转角θ


犣１１为

θ

犣１１＝－

［犕犣１ｓｉｎ（β）－犕

犡犣１ｃｏｓ（β）］犫

２＋犾槡
２

犌犐Ｐ犢
（２０）

设α

犣１１＝犌犐Ｐ犢／ 犫

２＋犾槡
２，则式（２０）转化为

θ

犣１１＝

犕犡犣１ｃｏｓ（β）－犕

犣１ｓｉｎ（β）

α

犣１１

（２１）

式中：犌为弦杆和腹杆材料的剪切弹性模量。

在犃犣犅平面内，腹杆犃犢对弦杆弯曲的限制作

用可以简化为一端固定一端简支的超静定梁，腹杆

犃犢长为 犫２＋犾槡
２。假定犃 点在垂直犃犢 方向的扭

矩为犕犣１２，由图４可知，犕

犣１２应为 犕


犣１和 犕


犡犣１在垂

直于犃犢方向的扭矩分量之和，即犕犣１２＝犕

犣１ｃｏｓ（β）

＋犕犡犣１ｓｉｎ（β），且假设犃点的犕

犣１２与θ


犣１２方向相同，

根据一端固定一端简支的超静定梁的转角公式［２１］，

可以求得犃点的转角θ

犣１２为

θ

犣１２＝

［犕犣１ｃｏｓ（β）＋犕

犡犣１ｓｉｎ（β）］犫

２＋犾槡
２

３犈犐犢
（２２）

设α

犣１２＝３犈犐犢／ 犫

２＋犾槡
２，则式（２２）转化为

θ

犣１２＝

犕犣１ｃｏｓ（β）＋犕

犡犣１ｓｉｎ（β）

α

犣１２

（２３）

将式（２１）、式（２３）代入式（１７）并化简，可得腹杆

犃犢在犃犣犅 平面内对弦杆弯曲的限制作用为

θ

犣１＝犕


犣１

ｓｉｎ２（β）

α

犣１１

＋
ｃｏｓ２（β）

α

犣

［ ］
１２

＋
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　　犕

犡犣１ｓｉｎ（β）ｃｏｓ（β）（

１

α

犣１２

－
１

α

犣１１

） （２４）

设 α

犣犣１ ＝

α

犣１１α


犣１２

α

犣１１ｃｏｓ

２（β）＋α

犣１２ｓｉｎ

２（β）
，α犡犣１ ＝

α

犣１１α


犣１２

ｓｉｎ（β）ｃｏｓ（β）（α

犣１１－α


犣１２
）
，则式（２４）转化为

θ

犣１＝
犕犣１

α

犣犣１

＋
犕犡犣１

α

犡犣１

（２５）

１．４．３　腹杆犃犢对弦杆自身扭转的影响

腹杆犃犢对弦杆自身扭转的限制作用可由式

（２１）、式（２３）代入式（１５）并化简得到

θ
′

犡１＝犕

犣１ｓｉｎ（β）ｃｏｓ（β）

１

α

犣１２

－
１

α

犣

［ ］
１１

＋

　　犕

犡犣１

ｃｏｓ２（β）

α

犣１１

＋
ｓｉｎ２（β）

α

犣

［ ］
１２

（２６）

将α

犣犣１
和α


犡犣１
代入式（２６），且根据式（１３），则式

（２６）转化为

θ
′

犡１＝θ

犡犣１＝

犕犣１

α

犡犣１

＋
犕犡犣１

α

犣犣１

（２７）

１．４．４　腹杆犃犢在犃犢犅 平面对弦杆弯曲的限制

作用

　　如图５所示，与腹杆犃犣在犃犣犅 平面内对弦杆

的影响同理，可得腹杆犃犢在犃犢犅 平面内对弦杆弯

曲的限制作用为

θ
″
犢１＝

犕″犢１

α
″
犢１

（２８）

式中：α
″
犢１＝４犈犐犢／ 犫

２＋犾槡
２。

１．４．５　腹杆犃犣在犃犢犅 平面对弦杆弯曲的限制

作用

　　如图６所示，与腹杆犃犢在犃犣犅 平面内对弦杆

弯曲的限制作用同理，可得腹杆犃犣在犃犢犅 平面内

对弦杆弯曲的限制作用为

θ

犢１＝

犕犢１

α

犢犢１

＋
犕犡犢１

α

犡犢１

（２９）

式 中：α犢犢１ ＝
α

犢１１α


犢１２

α

犢１１ｃｏｓ

２（χ）＋α

犢１２ｓｉｎ

２（χ）
，α犡犢１ ＝

α

犢１１α


犢１２

ｓｉｎ（χ）ｃｏｓ（χ）（α

犢１１－α


犢１２
）
，α犢１１ ＝ 犌犐Ｐ犣／ 犺２＋犾槡

２，

α

犢１２＝３犈犐犣／ 犺２＋犾槡

２。

１．４．６　腹杆犃犣对弦杆自身扭转的限制作用

与腹杆犃犢对弦杆自身扭转的限制作用同理，

可得腹杆犃犣对弦杆自身扭转的限制作用为

θ
′
犡１＝θ


犡犢１＝

犕犢１

α

犡犢１

＋
犕犡犢１

α

犢犢１

（３０）

１．４．７　弦杆犃犅在犃 点绕犡 轴的扭矩及转角

弦杆犃犅在犃 点绕犡 轴的扭矩犜′犡１应与腹杆

犃犢和犃犣的犕犡犣１和犕

犡犢１之和抵消，因此可以得到

犕犡犣１＋犕

犡犢１＝犜

′
犡１ （３１）

同时，弦杆犃犅在犃 点绕犡 轴的转角为

θ
′
犡１＝
犜犡１犾

犌犐Ｐ
（３２）

设α
′

犡１＝犌犐Ｐ／犾，则式（３２）转化为

θ
′

犡１＝
犜′犡１

α
′

犡１

（３３）

１．５　确定弦杆变形平面

由式（６）、式（７）、式（１９）、式（２５）、式（２７）、式

（２８）、式（２９）、式（３０）、式（３３）联立求解可得 犕″犣１、

犕犣１、犕

犡犣１、犕

″
犢１、犕


犢１、犕


犡犢１和犜

′
犡１关于犕

′
１ 和γ的函

数，弦杆变形方向可确定为

γ＝ａｒｃｔａｎ（θ
″
犣１／θ

″
犢１） （３４）

将关于θ
″
犣１、θ

″
犢１的式（１９）、式（２８）代入式（３４），

即可消掉犕′１，得到关于γ的函数，从而确定弦杆的

失稳平面。

１．６　计算犃点和犅点的整体刚度

犃点整体的弯矩为犕′１，转角为θ
′
１，那么犃点的

整体刚度α１ 为

α１＝
犕′１

θ
′
１

＝
（犕″犣１＋犕


犣１）

２＋（犕″犢１＋犕

犢１）槡

２

θ
″２
犣１＋θ

″２
犢槡 １

（３５）

将式（３５）代入式（１）并整理得到

ψ（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α［ ］１ 犕
′
１＋φ

（狌）２犾
６犈犐

犕２＝０ （３６）

根据结构的对称性，犅点整体刚度α２＝α１，则有

α２＝犕２／θ２＝α１ （３７）

将式（３７）代入式（２）并整理得到

φ（狌）２犾
６犈犐

犕′１＋ ψ
（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α［ ］１ 犕２＝０ （３８）

１．７　确定稳定方程

将式（３６）、式（３８）整理得到关于犕′１ 和犕２ 的方

程组为

ψ（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α［ ］１ 犕
′
１＋φ

（狌）２犾
６犈犐

犕２＝０

φ（狌）２犾
６犈犐

犕′１＋ ψ
（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α［ ］１ 犕２
烅

烄

烆
＝０

（３９）

要使上述弯曲平衡形式成为可能，即要得到这

个方程的非平凡解，只有使犕′１ 和犕２ 的系数行列式

等于０，则简化模型的稳定方程为

ψ（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α１
φ（狌）２犾
６犈犐

φ（狌）２犾
６犈犐

ψ（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α１

＝０ （４０）
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２　算　例

２．１　算例说明

某型号履带起重机的臂架高度犺＝２３００ｍｍ，

宽度犫＝２３００ｍｍ，弦杆规格为Φ２１９×２０，计算得

到其惯性矩犐＝６．２５×１０７ ｍｍ４，极惯性矩犐Ｐ＝

１．２５×１０８ｍｍ４，犃犣犅 平面腹杆规格为Φ１１４．３×

６．３，计算得到其惯性矩犐犣＝３．１３×１０
６ ｍｍ４，极惯

性矩犐Ｐ犣＝６．２５×１０
６ｍｍ４；犃犢犅 平面腹杆规格为

Φ１１４．３×５．８，计算得到其惯性矩犐犢 ＝２．９２×

１０６ｍｍ４，极惯性矩犐Ｐ犢＝５．８４×１０
６ｍｍ４，单肢长度

一半犾＝２３００ｍｍ。

２．２　计算结果

２．２．１　ＭＡＴＬＡＢ计算结果

将相关参数代入式（３４），利用 ＭＡＴＬＡＢ求解

得到２个弦杆变形平面与犃犣犅平面夹角，它们分别

为γ１＝１．１８４４ｒａｄ和γ２＝２．７５５２ｒａｄ，转化为角度

分别为６７．８６°和１５７．８６°。

当γ１＝１．１８４４ｒａｄ 时，将相关参数代入式

（３５），利用 ＭＡＴＬＡＢ求解犃 点的整体刚度α１＝

１．１７９９×１０９ （Ｎ·ｍｍ）／ｒａｄ。进一步将相关参数

代入稳定方程式（４０），得到屈曲载荷的近似值为

７．１０７７×１０６Ｎ。同理，当γ２＝２．７５５２ｒａｄ时，犃点

的整体刚度α１＝１．１４２６×１０
９ （Ｎ·ｍｍ）／ｒａｄ，屈曲

载荷的近似值为７．０７９０×１０６Ｎ。

２．２．２　简化模型的有限元计算结果

在ＡＮＳＹＳ有限元软件中建立简化模型的有限

元模型，在犅 点施加１×１０６ Ｎ的载荷，利用 ＡＮ

ＳＹＳ的屈曲特征值功能计算得到结构的前两阶乘

子分别为７．０３３７和７．０６７７，对应的屈曲载荷为

７．０３３７×１０６Ｎ和７．０６７７×１０６ Ｎ，屈曲模态如图

７、图８所示。

２．２．３　实际结构梁模型的有限元计算结果

建立桁架臂实际结构梁单元的有限元模型，同

样在端部每个弦杆上施加１×１０６Ｎ的载荷，计算此

模型的一阶、二阶屈曲模式如下页图９、图１０所示。

另外保持单肢长度不变，桁架臂整个长度增加，

弦杆的跨数也随之增加，不同跨数的模型计算得到的

屈曲载荷见下页表１。由表１可以得到，跨数越大，单

肢长度弦杆两端受到的限制作用越均匀，弦杆的屈曲

载荷接近于利用本文简化力学模型得到的计算结果，

这表明本文的力学模型是合理的。

图７　利用有限元计算得到简化力学模型的一阶屈曲模态

Ｆｉｇ．７　Ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｂｕｃｋｌｉｎｇｍｏｄｅｏｆｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｂｙＦＥＭ

图８　利用有限元计算得到简化力学模型的二阶屈曲模态

Ｆｉｇ．８　Ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｂｕｃｋｌｉｎｇｍｏｄｅｏｆｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｂｙＦＥＭ

２．３　结果对比

将上述３种结果汇总，如下页表２所示，表中还

列出了同样单肢长度的弦杆两端约束分别为两端简

支和一端固定一端简支的梁的屈曲载荷。表中利用
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图９　利用有限元计算得到实际结构的一阶屈曲模态

Ｆｉｇ．９　Ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｂｕｃｋｌｉｎｇｍｏｄｅｓｏｆａｃｔｕａｌ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｂｙＦＥＭ

图１０　利用有限元计算得到实际结构的二阶屈曲模态

Ｆｉｇ．１０　Ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｂｕｃｋｌｉｎｇｍｏｄｅｓｏｆａｃｔｕａｌ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｂｙＦＥＭ

表１　不同跨数实际结构的屈曲特征值计算结果

犜犪犫．１　犈犻犵犲狀狏犪犾狌犲犫狌犮犽犾犻狀犵狉犲狊狌犾狋狊狅犳犪犮狋狌犪犾

狊狋狉狌犮狋狌狉犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狆犪狀狊

跨数 一阶屈曲载荷／Ｎ 二阶屈曲载荷／Ｎ

１ ８．６３６３×１０６ ８．８１２５×１０６

２ ７．９６９３×１０６ ８．０５８８×１０６

３ ７．３９２８×１０６ ７．４５７５×１０６

４ ７．２３４０×１０６ ７．２８４８×１０６

５ ７．０９８５×１０６ ７．１４１７×１０６

６ ７．０３０３×１０６ ７．０６９４×１０６

表２　屈曲载荷及变形平面计算结果对比

犜犪犫．２　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅狀犫狌犮犽犾犻狀犵犾狅犪犱狊犪狀犱犱犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀狆犾犪狀犲狉犲狊狌犾狋狊

计算方法 阶数 屈曲载荷／Ｎ 长度系数μ 变形平面／（°）

ＭＡＴＬＡＢ计算

简化模型有限元

实际结构有限元

两端简支

一端固定一端简支

一阶

二阶

一阶

二阶

一阶

二阶

７．０７９０×１０６

７．１０７７×１０６

７．０３３７×１０６

７．０６７７×１０６

７．０３０３×１０６

７．０６９４×１０６

６．１２３７×１０６

１．２４７０×１０７

０．９３０１

０．９２８２

０．９３３１

０．９３０８

０．９３３３

０．９３０７

１．００００

０．７０００

１５７．８６

６７．８６

１５５．７２

６５．７２

１６２．３５

７２．３５

注：变形平面为变形平面与犃犣犅平面的夹角。

梁柱理论建立简化力学模型计算得到的屈曲载荷与

简化模型和实际结构有限元计算得到的屈曲载荷非

常接近，变形平面也非常接近，验证了本文计算方法

的正确性。将弦杆简化成两端简支方式过于保守，

而简化成一端固定一端简支则导致估计的屈曲载荷

过大，都与实际情况有较大的差别。利用本文计算

方法得到的结果考虑了腹杆对弦杆的综合空间限制

作用，显然更符合实际情况。

３　讨　论

３．１　单独考虑某个平面腹杆计算结果

鉴于同时考虑２个平面腹杆的力学模型和计算

过程的复杂性，且屈曲变形平面通常又不是关心的

重点，寻找一种近似的简便计算方法是非常有必要

的。同时考虑２个平面腹杆与单独考虑单个平面腹

杆计算得到屈曲载荷结果如表３所示。

表３　２个平面内腹杆对弦杆的影响程度

犜犪犫．３　犈犳犳犲犮狋狅狀犮犺狅狉犱犫狔狑犲犫狊犿犲犿犫犲狉狊狅犳狋狑狅狆犾犪狀犲狊

计算方法 阶数 限制刚度／（Ｎ·ｍｍ·ｒａｄ－１） 屈曲载荷／Ｎ 长度系数μ 变形平面／（°）

考虑２组腹杆

考虑犃犢犅平面腹杆

考虑犃犣犅平面腹杆

一阶

二阶

１．１４２６×１０９

１．１７９９×１０９

６．９７７１×１０８

８．０７５８×１０８

７．０７９０×１０６

７．１０７７×１０６

６．７１７０×１０６

６．９５５４×１０６

０．９３０１

０．９２８２

０．９４０８

０．９３８３

１５７．８６

６７．８６

０．００

９０．００

　　由于犃犢犅平面的腹杆决定的刚度α
″

犢１
比犃犣犅

平面的腹杆决定的刚度α
″

犣１
小，因此单独考虑犃犢犅

平面的腹杆计算得到屈曲载荷要比单独考虑犃犣犅

平面的腹杆计算得到屈曲载荷偏小一些。虽然单独

考虑犃犣犅平面的腹杆计算得到屈曲载荷与单独考

虑犃犢犅 平面的腹杆计算得到屈曲载荷相比，更接

近考虑２个平面腹杆的一阶屈曲载荷，但是考虑到

如果２个平面内腹杆刚度相差较大，屈曲变形将严

重地偏向于腹杆刚度较弱的平面，因此选取腹杆刚

度较弱平面计算得到的屈曲载荷作为弦杆单肢屈曲

载荷更为合理和安全。这种替代计算方式在保证安

全的同时，将空间力学问题转化为平面力学问题，大

大地简化了弦杆单肢屈曲载荷的计算过程。

３．２　简化计算方法

根据上述分析，对于对称点对点式桁架臂结构，

以单独考虑对弦杆约束较弱平面腹杆计算得到的屈

曲载荷近似作为弦杆单肢的屈曲载荷，需先对２个

平面内的腹杆对弦杆的约束刚度进行比较。２个平

面腹杆对弦杆的转动限制刚度α
″

犣１
和α

″

犢１
，取其较小

值α
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α＝ｍｉｎ（α
″

犣１
，α
″

犢１
） （４１）

以α代替式（４０）中的α１，稳定方程转化为

ψ（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α
φ（狌）２犾
６犈犐

φ（狌）２犾
６犈犐

ψ（狌）２犾
３犈犐

＋
１

α

＝０ （４２）

利用长度系数μ表达犘ｃｒ为

犘ｃｒ＝
π
２犈犐

μ
２（２犾）２

（４３）

对比式（５）和式（４３），可得μ和狌的关系为

μ＝
π
２狌

（４４）

弦杆的边界条件介于两端简支和一端固定、一

端简支之间，故μ的范围为０．７～１．０，反推狌的范

围为［π／２，π／１．４］。

对式（４２）进行整理得到

２ψ（狌）＋φ（狌）＋
３犈犐

α［ ］犾 ·

　　 ２ψ（狌）－φ（狌）＋
３犈犐

α［ ］犾 ＝０ （４５）

ｔａｎ（狌）

狌
＋
犈犐

α［ ］犾
１－狌ｃｏｔ（狌）

狌２
＋
犈犐

α［ ］犾 ＝０ （４６）

式（４６）要成立，有２种可能：一种是

１－狌ｃｏｔ（狌）

狌２
＝－
犈犐

α犾
（４７）

在狌的取值范围［π／２，π／１．４］内，犳１（狌）＝

１－狌ｃｏｔ（狌）

狌２
，如图１１所示，恒大于０。由于－

犈犐

α犾
＜

０，显然式（４７）不能成立。

所以只有另外一种可能

ｔａｎ（狌）

狌
＝－
犈犐

α犾
（４８）

在狌 的取值范围［π／２，π／１．４］内超越方程

犳２（狌）＝
ｔａｎ（狌）

狌
，如图１１所示。由于－

犈犐

α犾
＜０，故式

（４８）可以成立。

求解式（４８）超越方程中未知数狌的常用方法一

般有２种：①利用图形求解，只要确定了－
犈犐

α犾
，在图

１１中就可以大致确定狌；②利用编程进行搜索近似

解。在确定狌的近似解以后，根据式（４４）确定弦杆

屈曲的长度系数μ。

４　结　语

（１）通过建立对称点对点式桁架臂弦杆与腹杆

相互作用的力学模型及弦杆的稳定方程，对其进行

图１１　犳１（狌）和犳２（狌）随狌的曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｃｕｒｖｅｓｏｆ犳１（狌）ａｎｄ犳２（狌）ｗｉｔｈ狌

求解，与有限元计算结果进行比较，验证了力学模型

的正确性。

（２）单独考虑对弦杆约束较弱平面腹杆计算得

到的屈曲载荷近似作为弦杆单肢的屈曲载荷，极大

地简化了计算过程。

（３）对稳定方程进行化简，确定了利用求解超越

方程来计算弦杆单肢长度系数的方法，方便了工程

实际的应用。

（４）确定桁架臂弦杆单肢的屈曲载荷是计算弦

杆单肢稳定性的第１步，计算弦杆单肢稳定性还需

要有可靠和准确的轴压构件的稳定性系数表。目

前，履带起重机桁架臂普遍使用的是屈服极限在

７００ＭＰａ以上的高强钢圆管，而当前相关规范中的

稳定性系数表或计算公式是否适合高强钢或还有多

少余量并未得到试验的验证，这将是下一步研究的

一个重点。
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