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基于非线性系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论的车辆转向动力学

宋宏勋，马　建，冯　镇
（长安大学 汽车学院，陕西 西安７１００６４）

摘　要：为了解车辆转向动力学的转向特性，并为车辆转向控制策略的开发提供理论依据，基于非

线性系统运动稳定性Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论，根据车辆非线性转向系统模型，构建车辆转向动力学Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数，并对车辆转向动力学特性进行分析，得到车辆转向稳定区域，并通过遗传算法求解车

辆非线性转向模型的平衡点，对理论结果进行验证。研究结果表明：二者结果一致，说明所建立的

车辆转向动力学Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数可用于车辆转向动力学的理论研究。
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０　引　言

车辆转向动力学主要研究车辆转向运行时的运

动特性，包括车辆低速小转角、低速大转角、高速小

转角及高速大转角等转向特性。传统车辆转向特性

研究的前提是假设车辆转向角较小［１３］，此时轮胎工

作特性可近似为线性变化，但轮胎线性假设不能适

用于车辆大转角转向研究［４７］。目前在车辆转向动

力学研究中，主要采用控制经验来研究车辆转向特

性，并没有从理论上对转向机理与特性进行研究。



羊玢等建立车辆动力系统线性模型，基于比例控制

对车辆转向操稳性进行研究［８］；杜峰等建立车辆线

性模型，研究不同控制方法对车辆转向特性的影响，

得到最优控制策略，改善了车辆转向操稳性［９］。在

车辆非线性转向动力学研究中，转向模型多使用低

自由度简单模型。张伯俊基于车辆单车低自由度模

型对车辆横向动力学特性进行研究［１０］；杨秀建基于

分岔理论的必要条件对车辆转向非线性特性进行研

究［１１］。基于此，本文根据非线性动力学运动稳定性

Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论，构建出高维车辆Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，

对车辆转向动力学进行非线性理论分析，为车辆转

向动力学研究提供理论依据，同时为车辆转向控制

系统的研发提供一定的理论指导。

１　车辆转向动力学模型

１．１　车辆模型

建立的车辆转向动力学模型如图１所示
［１２１３］。

图１中：犉ｗ狓犻分别为车辆４个车轮的纵向力；犉ｗ狔犻分

别为车辆４个车轮的侧向力，犻＝１，２，３，４；狏狓 为车辆

纵向车速；狏狔 为车辆侧向车速；狏为车辆速度，狏＝

狏２狓＋狏
２

槡 狔，狏狔＝狏狓ｔａｎ（β）≈狏狓β；犾ｚｊｑ为前轴轴距；犾ｚｊｈ为

后轴轴距；犾ｌｊｑ为前轮轮距；犾ｌｊｈ为后轮轴距；犗ｈ为车辆

质心；犗ｑ为车辆侧倾中心；犺为质心高度；Ψ 为侧倾

角；犢 为车辆侧向方向；犣为车辆垂向方向，根据研

究需要，忽略纵向影响因素，得到

犕狕狏狓（γ＋β）－犕ｈ犺犚＝犉ｗ狔１ｃｏｓ（δｆ１）＋

犉ｗ狔２ｃｏｓ（δｆ２）＋犉ｗ狔３ｃｏｓ（δｆ３）＋犉ｗ狔４ｃｏｓ（δｆ４） （１）

图１　车辆转向动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｖｅｈｉｃｌｅｓｔｅｅｒｉｎｇｍｏｄｅｌ

犐狕γ＋犐狕狓ｈ犚＝犾ｚｊｑ（犉ｗ狔１ｃｏｓ（δｆ１）＋犉ｗ狔２ｃｏｓ（δｆ２））－

犾ｚｊｈ（犉ｗ狔３ｃｏｓ（δｆ３）＋犉ｗ狔４ｃｏｓ（δｆ４）） （２）

犐狓ｈ犚＋犐狕狓ｈγ－犕ｈ犺狏狓（γ＋β）＝

犕ｈ犵犺ψ－犓ｃｑψ－犇ｃｑ犚 （３）

式中：犕ｚ为整车质量；犕ｈ 为车辆悬挂质量；犐ｚ为绕

垂向轴转动惯量；β为车辆质心侧偏角；

β为质心侧

偏角速度；γ为车辆横摆角；γ为横摆角速度；犚为侧

倾角速度；犚为侧倾角加速度；δｆ犻为车轮转角，犻＝１，

２时表示前轮，犻＝３，４时表示后轮；犐狓ｈ 为绕纵向轴

转动惯量；犐狕狓ｈ为绕纵向轴、垂向轴转动惯量为；犓ｃｑ

为轮胎侧偏刚度；犇ｃｑ 为轮胎侧倾阻尼；犵为重力加

速度。

取该动力学方程组的状态变量为

狓 ＝ （狓１，狓２，狓３，狓４）
Ｔ
＝ （β，γ，犚，Ψ）

Ｔ，其中

犚＝Ψ。则式（１）～ 式（３）的状态方程可表示为

　　

狓１

狓２

狓３

狓

熿

燀

燄

燅４

＝

犳１

犳２

犳３

犳

熿

燀

燄

燅４

＝

犫１１狓２犫１２狓３＋犫１３狓４＋犫１４犉ｗ狔１＋犫１５犉ｗ狔２＋犫１６犉ｗ狔３＋犫１７犉ｗ狔４

犫２１犉ｗ狔１＋犫２２犉ｗ狔２＋犫２３犉ｗ狔３＋犫２４犉ｗ狔４

狓４

犫４１狓２＋犫４２狓３＋犫４３狓４＋犫４４犉ｗ狔１＋犫４５犉ｗ狔２＋犫４６犉ｗ狔３＋犫４７犉ｗ狔

熿

燀

燄

燅４

（４）

式中：犫犻犼（犻＝１，２，３，４；犼＝１，２，…，７）为车辆模型的

状态方程系数，由车辆结构参数决定。

１．２　轮胎模型

通过轮胎模型推导出轮胎侧向力与侧偏角的变

化关系。下页图２是车辆轮胎承受不同垂直载荷

犉ｚ时的侧偏力特性
［１４１５］。由图２可知，轮胎侧偏角

小于４°时，轮胎工作特性可近似为线性的；当轮胎

转角大于４°时，轮胎工作特性不能再视为线性。因

此在研究车辆转向动力学特性时，所建立的轮胎模

型既要考虑低速小转角转向的近似线性特性，也要

考虑大转角转向的非线性特性［６７］。

本文选择魔术轮胎模型，即

图２　轮胎侧偏角与侧偏力关系
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式中：犉狔 为轮胎侧偏力；犅、犆、犇、犈 为轮胎拟合参

数；α为轮胎侧偏角。

忽略前后轮侧倾引起的侧倾转向角，车轮侧偏

角可近似简化为

αｆ犻＝β＋
犾ｚｊｑγ
狏狓
－δｆ犻　　犻＝１，２

αｆ犻＝β－
犾ｚｊｈγ
狏狓
－δｆ犻 犻＝３，４

式中：αｆ犻（犻＝１，２，３，４）分别为车辆４轮的侧偏角。

２　车辆转向动力学犔狔犪狆狌狀狅狏函数

目前对于非线性系统运动稳定性的分析方法较

为成熟全面的是Ｌｙａｐｕｎｏｖ法。Ｌｙａｐｕｎｏｖ法对非

线性系统稳定性的分析方法有２种，即Ｌｙａｐｕｎｏｖ

第１法与第２法
［１６１９］。根据车辆转向动力学模型特

点，本文采用Ｌｙａｐｕｎｏｖ第２法研究车辆转向动力

学特性。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ第２法借助一个近似能量泛函的标

量函数，即Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞（狓），构造和分析这个

犞（狓）函数符号性质来判断非线性系统运动稳定性。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ第２法判据如下。

设系统（１）在狓犪 ＝０处为系统的平衡点，即

犳（狓犪）＝０，若存在辅助标量正定函数犞（狓），犞（狓）

的一阶偏导数存在且连续，其全导数ｄ犞
ｄ狋
满足：

（１）若犞′（狓）为半负定，即犞′（狓）≤０，则称系

统在平衡点狓犪 ＝０处Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下稳定；

（２）若犞′（狓）为负定，即犞′（狓）＜０，则称系统

在平衡点狓犪 ＝０处Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下渐进稳定；

（３）若犞′（狓）为正定，即犞′（狓）＞０，则称系统

在平衡点狓＝０处Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下不稳定。

构建车辆转向动力学Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数。令

犅１（狓１，狓２，狓３，狓４）＝

犫１１狓２＋犫１２狓３＋犫１３狓４＋犫１４犉ｗ狔１＋犫１５犉ｗ狔２＋

犫１６犉ｗ狔３＋犫１７犉ｗ狔４

犅２（狓１，狓２，狓３，狓４）＝

犫２１犉ｗ狔１＋犫２２犉ｗ狔２＋犫２３犉ｗ狔３＋犫２４犉ｗ狔４

犅４（狓１，狓２，狓３，狓４）＝

犫４１狓２＋犫４２狓３＋犫４３狓４＋犫４４犉ｗ狔１＋犫４５犉ｗ狔２＋

犫４６犉ｗ狔３＋犫４７犉ｗ狔４

将式（３）转化为

ｄ狓犻
ｄ狓犼

＝
犳犻（狓１，狓２，…，狓狀）

犳犼（狓１，狓２，…，狓狀）
，　 且犼＞犻

即

ｄ狓１
ｄ狓２

＝
犅１（狓１，狓２，狓３，狓４）

犅２（狓１，狓２，狓３，狓４）
（６）

ｄ狓２
ｄ狓３

＝
犅２（狓１，狓２，狓３，狓４）

狓４
（７）

ｄ狓３
ｄ狓４

＝
狓４

犅４（狓１，狓２，狓３，狓４）
（８）

将式（６）～ 式（８）通过变换，转化为

犅２（狓１，狓２，狓３，狓４）ｄ狓１＋（狓４－

　　犅１（狓１，狓２，狓３，狓４））ｄ狓２＋狓４ｄ狓４ ＝０ （９）

根据式（９）构造车辆转向动力学Ｌｙａｐｕｎｏｖ函

数犞（狓１，狓２，…，狓狀）

犞（狓１，狓２，狓３，狓狀）＝∫
狓
１

０
犅２（狓，０，０，０）ｄ狓１＋

∫
狓
２

０

（狓４－犅１（狓１，狓２，０，０））ｄ狓２－

∫
狓
３

０

（犅２（狓１，狓２，狓３，０）＋犅４（狓１，狓２，狓３，０）＋

犅４（狓１，狓２，狓３，０）＋犅４（狓１，狓２，狓３，０））ｄ狓３＋

∫
狓
４

０
狓４ｄ狓４ （１０）

对式（１０）求全导

ｄ犞（狓）

ｄ狋
＝
犞（狓）

狓１

ｄ狓１
ｄ狋
＋
犞（狓）

狓２
·

　　
ｄ狓２
ｄ狋
＋
犞（狓）

狓３

ｄ狓３
ｄ狋
＋
犞（狓）

狓４

ｄ狓４
ｄ狋

（１１）

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性判据，分析车辆转向动力学

方程任意一个平衡解的犞（狓１，狓２，…，狓狀）与
ｄ犞（狓）

ｄ狋

的符号特性，判断车辆转向是否在该平衡点领域内

稳定，即可得到车辆转向的稳定区域。

３　理论分析验证

３．１　实车转向稳定性分析

车辆参数如表１所示。

表１　车辆参数

犜犪犫．１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狏犲犺犻犮犾犲

参数 数值

犕ｚ／ｋｇ １８２４

犕ｈ／ｋｇ １５８４

犺／ｍ ０．４７５

犐狕狓／（ｋｇ·ｍ－２） ２１．０９

犐狕狓ｈ／（ｋｇ·ｍ－２） ７４４

犵／（ｍ·ｓ－２） ９．８

参数 数值

犐狕／（ｋｇ·ｍ－２） ５８８９．３

犾ｚｊｑ／ｍ １．０４４

犾ｚｊｈ／ｍ １．７４３

犾ｌｊ／ｍ １．５３５

犓ｃｑ／（Ｎ·ｒａｄ－１） ９０６７２

犇ｃｑ／（Ｎ·ｍ·ｓ－１） ５６７７

　　令车辆转向车速为２０ｍ／ｓ，后轮转向角为０。

由下页表２可知，车辆以２０ｍ／ｓ的车速转向时，前

轮转角在０～０．１４ｒａｄ内，在此范围内任意取值计

算分析可知，犞（狓１，狓２，…，狓狀）正定，
ｄ犞（狓）

ｄ狋
负定。
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由Ｌｙａｐｕｎｏｖ判据可知，车辆转向系统在此转角范

围内对应的平衡点任意邻域内Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下渐

进稳定，由此可知车辆以２０ｍ／ｓ转向，前轮转角转

向稳定范围为０～０．１４ｒａｄ。

令车辆转向车速为１０ｍ／ｓ，后轮转向角为０。

由表３可知，车辆以１０ｍ／ｓ的车速转向时，前轮转

角在０～０．２４ｒａｄ内，在此范围内任取值计算分析

可知，犞（狓１，狓２，…，狓狀）正定，
ｄ犞（狓）

ｄ狋
负定。由Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ判据可知，车辆转向系统在此转角范围内对

应的平衡点任意邻域内 Ｌｙａｐｕｎｏｖ意义下渐进稳

定，由此可知车辆以１０ｍ／ｓ转向，前轮转角转向稳

定范围为０～０．２４ｒａｄ。

由表２、表３可知，随着车速的增加，车辆转向

稳定区域减小，车辆转向稳定性降低。

表２　车速为２０犿／狊情况下不同前轮转角时犔狔犪狆狌狀狅狏函数符号变化

犜犪犫．２　犔狔犪狆狌狀狅狏犳狌狀犮狋犻狅狀狊狔犿犫狅犾犮犺犪狀犵犲狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋

犳狉狅狀狋狑犺犲犲犾犪狀犵犾犲狊犫犪狊犲犱狅狀２０犿／狊狊狆犲犲犱

前轮转角／ｒａｄ 犞（狓）
ｄ犞（狓）

ｄ狋

０．０１ ＞０ ＜０

０．０２ ＞０ ＜０

０．０５ ＞０ ＜０

０．０７ ＞０ ＜０

０．１０ ＞０ ＜０

０．１２ ＞０ ＜０

０．１４ ＞０ ＜０

０．１５ ＜０ ＞０

表３　车速为１０犿／狊情况下不同前轮转角时犔狔犪狆狌狀狅狏函数符号变化

犜犪犫．３　犔狔犪狆狌狀狅狏犳狌狀犮狋犻狅狀狊狔犿犫狅犾犮犺犪狀犵犲狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋

犳狉狅狀狋狑犺犲犲犾犪狀犵犾犲狊犫犪狊犲犱狅狀１０犿／狊狊狆犲犲犱

前轮转角／ｒａｄ 犞（狓）
ｄ犞（狓）

ｄ狋

０．０７ ＞０ ＜０

０．１０ ＞０ ＜０

０．１５ ＞０ ＜０

０．１７ ＞０ ＜０

０．２０ ＞０ ＜０

０．２１ ＞０ ＜０

０．２４ ＞０ ＜０

０．２５ ＞０ ＞０

３．２　模型验证

遗传算法适合于求解非线性较强的系统，基于目

标函数或称为适应度函数，参照生物的自然遗传机

制，一代一代的搜索目标函数［２０］。基于遗传算法求

解车辆非线性转向模型的平衡点，车辆分别以１０ｍ／ｓ

与２０ｍ／ｓ的车速转向，结果如图３～下页图６所示。

图３　２０ｍ／ｓ时前轮转角与质心侧偏角变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｎｇｅｏｆｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌａｎｇｌｅａｎｄｖｅｈｉｃｌｅ

ｓｉｄｅｓｌｉｐａｎｇｌｅｗｉｔｈ２０ｍ／ｓｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图４　２０ｍ／ｓ前轮转角与横摆角速度变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅｏｆｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌａｎｇｌｅａｎｄｖｅｈｉｃｌｅ

ｙａｗｒａｔｅｗｉｔｈ２０ｍ／ｓｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

图５　１０ｍ／ｓ前轮转角与质心侧偏角变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｎｇｅｏｆｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌａｎｇｌｅａｎｄｖｅｈｉｃｌｅ

ｓｉｄｅｓｌｉｐａｎｇｌｅｗｉｔｈ１０ｍ／ｓｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

由图３、图４可知，当前轮转角大于０．１４８ｒａｄ

时，车辆转向系统稳定平衡点不存在，车辆转向处于

不稳定转态，转向稳定性降低。而在前轮转角小于

０．１４８ｒａｄ时，系统稳定平衡点存在，车辆转向处于

稳定状态。该结果与Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定结果一致。

由图５、图６可知，当车辆前轮转角大于０．２４４ｒａｄ

时，车辆转向系统稳定平衡点消失，车辆转向处于不

稳定转态；当转角小于０．２４４ｒａｄ时，系统稳定平衡

点存在，车辆转向处于稳定状态。该结果与 Ｌｙａ
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图６　１０ｍ／ｓ前轮转角与横摆角速度变化曲线

Ｆｉｇ．６　Ｃｈａｎｇｅｏｆｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌａｎｇｌｅａｎｄｖｅｈｉｃｌｅ

ｙａｗｒａｔｅｗｉｔｈ１０ｍ／ｓｖｅｈｉｃｌｅｓｐｅｅｄ

ｐｕｎｏｖ稳定结果一致。

４　结　语

（１）基于非线性动力学运动稳定性Ｌｙａｐｕｎｏｖ

理论，结合车辆非线性转向动力系统模型，构建了车

辆转向动力学Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数。

（２）基于所建立的车辆转向动力学Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数，对样车转向特性进行研究，得到车辆转向的稳

定区域。

（３）基于遗传算法求解车辆非线性转向模型的

平衡点，验证所得到的车辆转向稳定区域，二者结果

一致，所构建的车辆转向动力学Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数可

用于车辆转向动力学的理论研究。

（４）本文研究中并未考虑车辆后轮转向时对转

向特性的影响，因此下一步将对车辆后轮转向动力

学特性进行理论研究，完善车辆转向动力学的相关

理论。
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