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摘　要：为了获得多手指机器人动力学解析模型，解决（建模过程）由于系统质量矩阵奇异造成的系

统运动方程无解问题，应用ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ建模理论，提出了一种新的针对手指机器人的扩展层

级建模方法，获得了系统动力学解析模型，解决了手指机器人系统质量矩阵奇异时运动方程无解的

问题；以二维三手指机器人为实例，应用扩展层级建模方法，建立了手指机器人和抓取对象组成的

多刚体系统动力学解析模型；将三手指机器人的动力学模型进行数值仿真，仿真结果连续、收敛。

研究结果表明：提出的建模方法可行、有效，可以快速、高效地建立多手指机器人的动力学模型，可

以获得抓取力模型和手指关节力矩模型的解析形式，为进一步实现多手指机器人的力／位混合控制

奠定了理论基础。
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０　引　言

多手指机器人具有仿生的手指设计，多关节手

指能够实现多种夹持方式，可在复杂环境中精确地

完成各项任务［１］。多手指机器人的数学模型是对其

进行控制与应用研究的基础，由于涉及多体建模和

接触运动学等理论，动力学建模一直是多手指机器

人控制问题的难点之一，也是近年来该领域的热点

研究问题。

目前，多手指机器人通常采用的建模方法以拉

格朗日乘子法为主，利用拉格朗日乘子将手指与抓

取对象的约束引入系统，建立其受约束条件下的动

力学模型［２］。采用此类建模方法时系统需满足以下

假设条件：①抓取力封闭；②手指的雅可比矩阵可

逆；③接触力在摩擦锥内
［１］。此外，在研究手指与抓

取对象的接触时，需利用局部坐标参数来描述接触

点的位置（例如，球面参数可用来表述手指曲面上任

意点的位置［３］），由于系统引入了局部坐标参数，其

质量矩阵可能出现奇异，目前，拉格朗日乘子法无法

直接解决系统质量矩阵奇异的建模问题。

ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ理论是近２０年来拉格朗日力

学界的一个重要成果，它给出了多体系统在约束条

件下的运动方程。该理论的主要贡献有以下３个方

面：①基于达朗贝尔原理和高斯定理，提出了理想约

束条件下多体系统的基本运动方程［４］；②考虑到非

理想约束系统不能满足达朗贝尔原理的情况，完善

了多体系统的运动方程，增加了非理想约束力的解

析表达式［５６］；③针对系统质量矩阵奇异的情况，扩

展了运动方程，使其能够解决质量矩阵奇异时运动

方程无解的问题［７］。

层级堆聚建模法是在 ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ理论基

础上提出的一种多刚体系统建模方法［８］。该方法基

于ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ方程的层级属性，将多刚体系统

分解为若干个子系统，根据约束条件把系统划分为

不同的层级，再通过堆聚的方法把子系统联系在一

起。目前，层级堆聚建模法被应用于机器人建模的

研究，例如平行结构机器人建模［９］。

针对系统质量矩阵奇异时运动方程无解和系统

受非理想约束时约束力做功的情况［１０］，本文对层级

建模方法进行了扩展，并将这种扩展的层级建模方

法首次应用于多手指机器人系统，建立多手指机器

人的动力学模型，并在 Ｍａｔｌａｂ中对动力学模型进行

数值仿真，为多手指机器人建模提供一个新的思路。

１　犝犱狑犪犱犻犪犓犪犾犪犫犪理论与扩展的层

级建模方法

１．１　犝犱狑犪犱犻犪犓犪犾犪犫犪理论

考虑一个机械系统包含狊个质点和刚体。该系

统在任意时刻狋的位移可由广义坐标向量狇∈犚
狀 表

示，广义速度向量为狇
·
∈犚

狀，广义加速度向量为

狇
··
∈犚

狀。

无约束条件下，机械系统的运动方程可以表

述为

犕（狇，狋）狇
··
＝犙（狇

·，狇，狋） （１）

式中：犕（狇，狋）＝犕
Ｔ（狇，狋）∈犚

（狀×狀）为质量矩阵（或惯

性矩阵）；犙（狇
·，狇，狋）∈犚

狀，包括重力、外力和离心力／

科式力［３］。

如果该机械系统受到１组约束（完整约束或非

完整约束），约束方程为

∑
狀

狊＝１

犃狉狊（狇，狋）狇
·
狊＋犆狉（狇，狋）＝０　狉＝１，２，…，犾 （２）

式中：犾（犾＜狀）为约束的个数；犃狉狊（·）：犚
狀×犚→犚和

犆狉（·）：犚
狀×犚→犚是犆

１ 连续的。

该约束可用矩阵形式表示为

犃（狇，狋）狇
·
＋犆（狇，狋）＝０ （３）

式中：犃（狇，狋）∈犚
（犾×狀）；犆（狇，狋）∈犚

狀。

将约束方程式（３）对时间狋求导，得到

犃（狇，狋）狇
··
＋犃

·
（狇，狋）狇

·
＋犆

·
（狇，狋）＝０ （４）

令

犫（狇
·，狇，狋）∶＝－犃

·
（狇，狋）狇

·
－犆

·
（狇，狋） （５）

则约束方程的二阶形式可以表示为

犃（狇，狋）狇
··
＝犫（狇

·，狇，狋） （６）

假设１质量矩阵非奇异／可逆：对于任意（狇，狋）

∈犚
狀×犚，犕－１（狇，狋）都存在。

假设２约束方程式（６）是非空的（ｎｏｎｅｍｐｔｙ）：

ｒａｎｋ［犃（狇，狋）］≥１。

假设３约束方程式（６）是相容的（ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ）：

对于任意犃（狇，狋）和犫（狇
·，狇，狋），至少存在一个狇

··满足

方程式（６）。

定理１满足假设１～假设３，受约束的机械系统

运动方程，即ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ方程可以表示为

犕（狇，狋）狇
··
＝犙（狇

·，狇，狋）＋犕
１／２（狇，狋）·

　　（犃（狇，狋）犕
－１／２（狇，狋））

＋（犫（狇
·，狇，狋）－

　　犃（狇，狋）犕
－１（狇，狋）犙（狇

·，狇，狋）） （７）

式中：（犃（狇，狋）犕
－１／２（狇，狋））

＋是犃（狇，狋）犕
－１／２（狇，狋）

的广义逆矩阵［１１］。

该方程可由高斯定理［１２］、达朗贝尔原理［１３１４］和
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扩展的达朗贝尔原理［１５］推导得出。通过对比式（１）

和式（７），由外加约束产生的约束力（ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

ｆｏｒｃｅ）可表述为

犙
犆（狇

·，狇，狋）＝犕
１／２（狇，狋）（犃（狇，狋）犕

－１／２

　　（狇，狋））
＋（犫（狇

·，狇，狋）－

　　犃（狇，狋）犕
－１（狇，狋）犙（狇

·，狇，狋）） （８）

如果系统的约束不全是理想约束，即约束力在

虚位移上所做的虚功之和不为０，则约束力犙
犆 在任

意时刻狋沿虚位移所做的虚功为
［６］

δ狇
Ｔ
犙
犆（狇

·，狇，狋）＝δ狇
Ｔ犆（狇

·，狇，狋） （９）

式中：犆（狇
·，狇，狋）∈犚

狀 为根据非理想约束的物理特性

得到的已知函数；δ狇∈犚
狀 为虚位移，并满足下式［１３］

犃（狇，狋）δ狇
Ｔ＝０ （１０）

定理２假设机械系统式（１）的质量矩阵犕（狇，狋）

是一个半正定的奇异矩阵，并满足假设２和假设３，

当系统受到约束方程式（６）的约束时，系统的运动方

程为［７］

狇
··
＝犕

—
（狇
·，狇，狋）

犙（狇
·，狇，狋）＋犆（狇

·，狇，狋）

犫（狇
·，狇，狋［ ］）

＋

　　（犐－犕
—
＋（狇

·，狇，狋）犕
—
（狇
·，狇，狋））η （１１）

式中：η 为一个任意狀 维向量；犕
—
（狇
·，狇，狋）的表达

式为

犕
—
（狇
·，狇，狋）＝

（犐＋犃＋（狇，狋）犃（狇，狋））犕（狇，狋）

犃（狇，狋［ ］）

（１２）

　　若矩阵犕
—
（狇
·，狇，狋）非满秩，由于狀维向量η是任

意的，系统运动方程不唯一；若矩阵犕
—
（狇
·，狇，狋）满秩，

方程式（１１）右边第２项为０，则系统运动方程存在

且唯一。

１．２　扩展的层级建模方法

根据ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ方程的层级属性，可以将

质点、刚体系统或其他多体系统分解为数个子系统，

再根据各子系统之间的约束关系建立多体系统模

型。文献［９］对多体系统层级建模方法进行了讨论，

本文将该方法扩展到系统的质量矩阵为奇异矩阵的

情况。

考虑狀犾个子系统不受约束的情况，此时系统的

运动方程为

犛犻犾：犕犻犾（狇犻犾，狋）狇
··
犻犾＝

　　犙犻犾（狇
·
犻犾，狇犻犾，狋）　　犻＝１，２，…，狀犾 （１３）

式中：犛犻犾为第犻个子系统；狇犻犾∈犚
狀犻犾为子系统的局部

坐标向量；狇
·
犻犾∈犚

狀犻犾为子系统的局部速度向量；狇
··
犻犾∈

犚狀犻犾为子系统的局部加速度向量；犕犻犾（狇犻犾，狋）∈犚
狀犻犾×狀犻犾

为子系统质量矩阵（奇异或非奇异矩阵）；犙犻犾（狇
·
犻犾，

狇犻犾，狋）∈犚
狀犻犾包括重力、外力和离心力／科氏力等。

如果狀犾个子系统之间有约束关系，且这些约束

在各子系统间不重叠，即子系统犛犻犾的局部坐标狇犻犾不

会出现在多于１个约束中。假设这些约束有犽犾 个，

且犽犾≤狀犾，其表达式为

犆犼犾：犃犼犾（狇
·
犼犾，狇犼犾，狋）狇

··
犼犾＝

　　犫犼犾（狇
·
犼犾，狇犼犾，狋）（犼＝１，２，…，犽犾） （１４）

犛犻（犾＋１）∶犕犻（犾＋１）（狇犼（犾＋１），狋）狇
··
犼（犾＋１）＝

　　犙犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋） （１５）

　　犙犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）：＝犕犻（犾＋１）（狇犼（犾＋１），狋）犕

—

犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）·

　　
（^犙犻（犾＋１）（狇

·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）＋犆犻（犾＋１）（狇

·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）

犫犼犾（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋［ ］）

（１６）

犕
—

犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）∶＝

犐＋犃犼犾
＋（狇

·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）犃犼犾（狇

·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋））

犃犼犾（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋［ ］）

（１７）

式中：狇犼（犾＋１）∈犚
狀
犼（犾＋１），由与犆犼犾约束相关联的各子系

统犛犻犾的局部坐标狇犻犾组成；犃犼犾（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）∈

犚犿犼犾×狀犼犾；犫犼犾（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）∈犚

犿
犼犾；犕犻（犾＋１）（狇犼（犾＋１），

狋）＝ｄｉａｇ［犕犻犾］，犕犻（犾＋１）（狇犼（犾＋１），狋）∈犚
狀
犼犾×狀犼犾

，犕犻（犾＋１）为

与约 束 犆犼犾 相 关 联 的 各 子 系 统 质 量 矩 阵；

犙^犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）∈犚

狀
犼犾，由与约束犆犼犾相关联

的各子系统犙犻犾（狇
·
犼犾，狇犼犾，狋）组成；矩阵犕

—

犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），

狇犼（犾＋１），狋）为满秩。

各子系统犛犻（犾＋１）约束力的解析表达式也可以通

过式（１６）推导得到

犙
犆
犻（犾＋１）（狇

·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）＝犙犻（犾＋１）

　　（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋）－

　　^犙犻（犾＋１）（狇
·
犼（犾＋１），狇犼（犾＋１），狋） （１８）

上述过程和表达式所描述的即是“扩展的层级

建模方法”的核心内容，其具体表述和与其他方法的

对比将另文阐述。

２　纯滚动约束下多手指机器人的动力

学建模

　　本文以二维三手指机器人为例，采用上节提出

的扩展层级建模方法，在纯滚动约束下对系统进行

动力学建模。二维三手指机器人与抓取对象之间的

运动学关系如下页图１所示，｛犗｝为抓取对象坐标

系，｛犅犻｝（犻＝１，２，３）为第犻个手指的基坐标系，｛犅｝

为系统的基坐标系。各关节通过旋转铰接连接，指

尖与抓取对象为点接触，且满足纯滚动约束。手指
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指尖与抓取对象的接触点会随二者之间的运动而变

化，为了精确描述接触点的位置，引入辅助坐标狌犻

和狏犻，如图２所示。狌犻 为第犻根手指与抓取对象接

触时，抓取对象坐标系｛犗｝下的局部坐标。狏犻为第犻

根手指与抓取对象接触时，第犻个指尖坐标系｛犳犻｝

下的局部坐标。

图１　三手指机器人与抓取对象运动学关系示意

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｒｅｅｆｉｎｇｅｒｅｄｈａｎｄｒｏｂｏｔｈｏｌｄｉｎｇａｎ

ｏｂｊｅｃｔｗｉｔｈｒｏｌｌｉｎｇｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ

图２　第犻根手指尖与抓取对象滚动接触

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ犻ｆｉｎｇｅｒｔｉｐｒｏｌｌｉｎｇｏｎｔｈｅｏｂｊｅｃｔ

建模过程中，将机器人与抓取对象看作一个复

杂多刚体系统，并将这个复杂多刚体系统分为４个

子系统：３个手指子系统和１个抓取对象子系统。

手指子系统可以视为１个三连杆机构，其模型中涉

及的参数如下。

犿犻犼为第犻根手指第犼个关节的质量；犾犻犼为第犻

根手指第犼个关节的长度；犐犻犼为第犻根手指第犼个

关节对质心的惯性矩；狇犻犼为第犻根手指第犼个关节

的旋转位移；狏犻为第犻根手指尖与抓取对象接触点

在指尖坐标系下的局部坐标；犵为重力加速度；其中

犻＝１，２，３，犼＝１，２，３。

令狇犳犻＝［狇犻１，狇犻２，狇犻３，狏犻］
Ｔ，为第犻根手指子系统

的坐标参数向量，犻＝１，２，３。手指子系统模型为
［１６］

犕犳犻（狇犳犻）狇
·
犳犻＝犙犳犻（狇

·
犳犻，狇犳犻） （１９）

犕犳犻（狇犳犻）∶＝

犕犳犻１１ 犕犳犻１２ 犕犳犻１３ 犕犳犻１４

犕犳犻２１ 犕犳犻２２ 犕犳犻２３ 犕犳犻２４

犕犳犻３１ 犕犳犻３２ 犕犳犻３３ 犕犳犻３４

犕犳犻４１ 犕犳犻４２ 犕犳犻４３ 犕犳犻

熿

燀

燄

燅４４

（２０）

犙犳犻（狇
·
犳犻，狇犳犻）∶＝［犙犳犻１ 犙犳犻２ 犙犳犻３ 犙犳犻４］

Ｔ （２１）

其中

犕犳犻１１＝犐犻１＋
１

２
犾２犻１犿犻１＋犿犻２犾

２
犻１＋犿犻３（犾

２
犻１＋

　　犾
２
犻２＋２犾犻１犾犻２ｃｏｓ（狇犻２） （２２）

犕犳犻１２＝犿犻３犾
２
犻２＋犿犻３犾犻１犾犻２ｃｏｓ（狇犻２） （２３）

犕犳犻２２＝犐犻２＋犿犻３犾
２
犻１ （２４）

犕犳犻３３＝犐犻３ （２５）

犕犳犻１３＝犕犳犻１４＝犕犳犻２３＝犕犳犻２４＝犕犳犻３１＝

　　犕犳犻３２＝犕犳犻３４＝犕犳犻４１＝犕犳犻４２＝

　　犕犳犻４３＝犕犳犻４４＝０ （２６）

犙犳犻１＝２犿犻３犾犻１犾犻２（２狇
·
犻１狇
·
犻２＋狇

·２
犻２）ｃｏｓ（狇犻１）－

　　（
１

２
犿犻２犾犻２犵＋犿犻３犾犻２犵）ｃｏｓ（狇犻２）－

　　
１

２
犿犻３犾犻３犵ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） （２７）

犙犳犻２＝－犿犻３犾
２
犻２＋犿犻３犾犻１犾犻２ｃｏｓ（狇犻２）－

　　（
１

２
犿犻２犾犻２犵＋犿犻３犾犻２犵）ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２）－

　　
１

２
犿犻３犾犻３ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） （２８）

犙犳犻３＝－
１

２
犿犻３犾犻３ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） （２９）

犙犳犻４＝０ （３０）

抓取对象子系统的坐标参数向量为狇狅＝［狓狅，

狔狅，，狌１，狌２，狌３］
Ｔ，其中（狓狅，狔狅）为抓取对象质心在

基坐标系｛犅｝的位置参数，为抓取对象坐标系｛犗｝

相对于基坐标系｛犅｝的旋转位移，狌犻 为第犻根手指

与抓取对象接触点在｛犗｝内的局部坐标参数
［１７］。抓

取对象子系统模型为

犕狅（狇狅）狇
··
狅＝犙狅（狇

·
狅，狇狅） （３１）

犕狅（狇狅）∶＝

犿狅 ０ ０ ０ ０ ０

０ 犿狅 ０ ０ ０ ０

０ ０ 犐狅 ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ００

０ ０ ０ ０ ０ ００

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ００

（３２）

犙狅（狇
·
狅，狇狅）∶＝［０ －犿狅犵 ０ ０ ０ ０］Ｔ （３３）

式中：犿狅 为抓取对象质量；犐狅 为抓取对象对其质心

的惯性矩。
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将手指子系统和抓取对象子系统看作“非约束”

系统，并建立其系统模型

　　犕（狇）狇
··
＝^犙（狇

·，狇） （３４）

　　狇＝［狇犳１ 狇犳２ 狇犳３ 狇狅］
Ｔ （３５）

犕（狇）∶＝

犕犳１ ０ ０ ０

０ 犕犳２ ０ ０

０ ０ 犕犳３ ０

０ ０ ０ 犕

熿

燀

燄

燅狅

（３６）

犙^（狇
·
狅，狇狅）＝［犙犳１ 犙犳２ 犙犳３ 犙狅］

Ｔ （３７）

手指机器人在与抓取对象之间维持纯滚动运

动时，手指与抓取对象需要满足以下３个约束条

件［２］：手指与抓取物在接触点的位置、速度及法向

量约束。

手指与抓取物保持接触时，第犻根手指和抓取

物满足位置约束，约束方程可表示为

狓狅

狔［ ］
狅

＋
－ｓｉｎ（φ） －ｃｏｓ（φ）

ｃｏｓ（φ） －ｓｉｎ（φ
［ ］）

狉ｃｏｓ（狌犻）

狉ｓｉｎ（狌犻［ ］）＝
狓犫犻

狔［ ］
犫犻

＋
犾犻１ｃｏｓ（狇犻１）＋犾犻２ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２）＋犾犻２ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３）

犾犻１ｓｉｎ（狇犻１）＋犾犻２ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２）＋犾犻２ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３［ ］） ＋
ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） －ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３）

ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３［ ］）
ρｃｏｓ（狏犻）

ρｓｉｎ（狏犻
［ ］） （３８）

式中：（狓犫犻，狔犫犻）为第犻根手指基部犅犻 在基坐标系｛犅｝中的位置参数；狉为抓取对象曲面半径；ρ为指尖曲面

半径。

手指与抓取物在接触点处无相对滑动，即手指与接触点满足速度约束，第犻根手指和抓取物的速度约束

可以表示为

狓
·
狅

狔
·［ ］
狅

＋φ
· －ｓｉｎ（φ） －ｃｏｓ（φ）

ｃｏｓ（φ） －ｓｉｎ（φ
［ ］）

狉ｃｏｓ（狌犻）

狉ｓｉｎ（狌犻［ ］）＝
狓
·
犳犻

狔
·
犳

［ ］
犻

＋（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）·

　　
ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） －ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３）

ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３［ ］）
ρｃｏｓ（狏犻）

ρｓｉｎ（狏犻
［ ］） （３９）

其中

狓
·
犳犻＝犾犻１狇

·
犻１ｃｏｓ（狇犻１）＋犾犻２（狇

·
犻１＋狇

·
犻２）ｃｏｓ（狇犻１＋

　　狇犻２）＋犾犻３（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）·

　　ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） （４０）

狔
·
犳犻＝犾犻１狇

·
犻１ｓｉｎ（狇犻１）＋犾犻２（狇

·
犻１＋狇

·
犻２）ｓｉｎ（狇犻１＋

　　狇犻２）＋犾犻３（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）·

　　ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） （４１）

指尖平面和抓取物平面在接触点的单位法向量

大小相等，且位于公切面的相反方向。第犻根手指

与抓取物在接触点的法向量约束可表示为

－
ｃｏｓ（φ） －ｓｉｎ（φ）

ｓｉｎ（φ） ｃｏｓ（φ
［ ］）

ｃｏｓ（狌犻）

ｓｉｎ（狌犻［ ］）＝　 　

ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） －ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３）

ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３） ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３［ ］）·

　　
ｃｏｓ狏犻

ｓｉｎ狏［ ］
犻

（４２）

对式（３８）～式（４２）求导，可得到约束的二阶形

式，并将二阶约束用矩阵的形式表示为

犃犻（狇
·
－
犻，狇

－
犻）狇－
··

犻＝犫犻（狇
·
－
犻，狇

－
犻） （４３）

式中：狇
－
犻＝［狇

Ｔ
犳犻，狇

Ｔ
狅犻］

Ｔ，狇狅犻＝［狓狅，狔狅，φ，狌犻］
Ｔ，犻＝

１，２，３。

式（４３）可以被分解为

［犃犻１（狇
·
犳犻，狇犳犻） 犃犻２（狇

·
狅犻，狇狅犻） 犃犻３（狇

·
狅犻，狇狅犻）］·

　　
狇
··
犳犻

狇
··［ ］
狅犻

＝
犫犻１（狇

·
－
犻，狇

－
犻）

犫犻２（狇
·
－
犻，狇

－
犻

［ ］） （４４）

其中

犃犻１（狇
·
犳犻，狇犳犻）＝

犪１１ 犪１２ 犪１３ 犪１４

犪２１ 犪２２ 犪２３ 犪２４

犪３１ 犪３２ 犪３３ 犪３４

犪４１ 犪４２ 犪４３ 犪４４

犪５１ 犪５２ 犪５３ 犪５４

犪６１ 犪６２ 犪６３ 犪

熿

燀

燄

燅６４

（４５）

犃犻２（狇
·
狅犻，狇狅犻）＝

１ ０ －狉狊φ狌犻

０ １ 狉犮φ狌犻

１ ０ －狉狊φ狌犻

０ １ 狉犮φ狌犻

０ ０ 狊φ狌犻

０ ０ －犮φ狌

熿

燀

燄

燅犻

（４６）

犃犻３（狇
·
狅犻，狇狅犻）＝

－狉狊φ狌犻

狉犮φ狌犻

０

０

狊φ狌犻

－犮φ狌

熿

燀

燄

燅犻

犫犻１（狇
·
－
犻，狇

－
犻）＝

犫
－

１

犫
－

２

犫
－

３

犫
－

４

犫
－

５

犫
－

熿

燀

燄

燅６

（４７）

５５１第３期　　　　　　　　　　　　赵睿英，等：多手指机器人动力学建模方法



犫犻２（狇
·
－
犻，狇

－
犻）＝

－犮φ狌犻（φ
·
＋狌

·
犻）
２－犮１２３狏犻（狇

·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３＋狏

·
犻）
２

－狊φ狌犻（φ
·
＋狌

·
犻）
２－狊１２３狏犻（狇

·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３＋狏

·
犻）

熿

燀

燄

燅
２

（４８）

其中

犪１１＝犾犻１狊１＋犾犻２狊１２＋犾犻３狊１２３＋ρ狊１２３狏犻，

犪２１＝－犾犻１犮１－犾犻２犮１２－犾犻３犮１２３－ρ犮１２３狏犻，

犪３１＝犾犻１狊１＋犾犻２狊１２＋犾犻３狊１２３＋ρ狊１２３狏犻，

犪４１＝－犾犻１犮１－犾犻２犮１２－犾犻３犮１２３－ρ犮１２３狏犻，

犪５１＝狊１２３狏犻，犪６１＝－犮１２３狏犻，犪１２＝犾犻２狊１２＋

犾犻３狊１２３＋ρ狊１２３狏犻，犪２２＝－犾犻２犮１２－犾犻３犮１２３－ρ犮１２３狏犻，

犪３２＝犾犻２狊１２＋犾犻３狊１２３＋ρ狊１２３狏犻，犪４２＝－犾犻２犮１２－犾犻３犮１２３－

ρ犮１２３狏犻，犪５２＝狊１２３狏犻，犪６２＝－犮１２３狏犻，犪１３＝犾犻３狊１２３＋ρ狊１２３狏犻，

犪２３＝－犾犻３犮１２３－ρ犮１２３狏犻，犪３３＝犾犻３狊１２３＋ρ狊１２３狏犻，犪４３＝－犾犻３·

犮１２３－ρ犮１２３狏犻，犪５３＝狊１２３狏犻，犪６３＝－犮１２３狏犻，犪１４＝ρ狊１２３狏犻，

犪２４＝－ρ犮１２３狏犻，犪３４＝犪４４＝０，犪５４＝狊１２３狏犻，犪６４＝－犮１２３狏犻，

犫
－

１＝狉犮φ狌犻（φ
·
＋狌

·
犻）
２－犾犻１犮１２狇

·２
犻１－犾犻２犮１２（狇

·
犻１＋狇

·
犻２）

２－犾犻３·

犮１２３（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）

２－ρ犮１２３狏犻（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３＋狏

·
犻）
２，

犫
－

２＝狉狊φ狌犻（φ
·
＋狌

·
犻）
２－犾犻１狊１２狇

·２
犻１－犾犻２狊１２（狇

·
犻１＋狇

·
犻２）

２－犾犻３·

狊１２３（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）

２－ρ狊１２３狏犻（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３＋狏

·
犻）
２，

犫
－

３＝狉犮φ狌犻（φ
·
＋狌

·
犻）
２－犾犻１犮１２狇

·２
犻１－犾犻２犮１２（狇

·
犻１＋狇

·
犻２）

２－犾犻３·

犮１２３（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）－ρ犮１２３狏犻（狇

·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３＋狏

·
犻）（狇

·
犻１＋

狇
·
犻２＋狇

·
犻３），犫

－

４＝狉狊φ狌犻（φ
·
＋狌

·
犻）
２－犾犻１狊１２狇

·２
犻１－犾犻２狊１２·

（狇
·
犻１＋狇

·
犻２）

２－犾犻３狊１２３（狇
·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）

２－ρ狊１２３狏犻（狇
·
犻１＋

狇
·
犻２＋狇

·
犻３＋狏

·
犻）（狇

·
犻１＋狇

·
犻２＋狇

·
犻３）。

式中：狊１＝ｓｉｎ（狇犻１）；狊１２＝ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２）；狊１２３＝ｓｉｎ（狇犻１＋

狇犻２＋狇犻３）；狊１２３狏犻＝ｓｉｎ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３＋狏犻）；犮１＝ｃｏｓ（狇犻１）；

犮１２＝ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２）；犮１２３＝ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３）；犮１２３狏犻＝

ｃｏｓ（狇犻１＋狇犻２＋狇犻３＋狏犻）；狊φ狌犻＝ｓｉｎ（φ＋狌犻）；犮φ狌犻＝ｃｏｓ（φ＋

狌犻）。

利用式（１５），可以建立手指与抓取对象系统的

运动方程，其表达式为

狇
··
＝
（犐－犃＋（狇

·，狇）犃（狇
·，狇））犕（狇）

犃（狇
·，狇［ ］）

＋

·

　　
犙^（狇

·，狇）

犫（狇
·，狇［ ］） （４９）

其中

狇＝ 狇
Ｔ
犳１ 狇

Ｔ
犳２ 狇

Ｔ
犳２ 狇

Ｔ

［ ］狅
Ｔ （５０）

犃（狇
·，狇）＝

　　

犃１１ ０ ０ 犃１２ 犃１３ ０ ０

０ 犃２１ ０ 犃２２ ０ 犃２３ ０

０ ０ 犃３１ 犃３２ ０ ０ 犃

熿

燀

燄

燅３３

（５１）

犫（狇
·，狇）＝［犫

Ｔ
１ 犫Ｔ２ 犫Ｔ３］

Ｔ （５２）

系统的约束力可以从式（１８）中推导出来，其表

达式为

犙
犆（狇

·，狇）＝犙（狇
·，狇）－^犙（狇

·，狇） （５３）

其中

犙（狇
·，狇）＝犕（狇）

　　
（犐－犃＋（狇

·，狇）犃（狇
·，狇））犕（狇）

犃（狇
·，狇［ ］）

＋

·

　　
犙^（狇

·，狇）

犫（狇
·，狇［ ］） （５４）

式（５３）中的各关节力矩解析表达式相互独立，

没有参数耦合。参考文献［１６］，可以计算出第犻根

手指和抓取对象接触点的雅可比矩阵犑犻（狇）∈

犚２×１８，犻＝１，２，３。

在第犻个接触点的约束力可以表示为

犉犆犻（狇
·，狇）＝（犑犻（狇）犑

Ｔ
犻（狇））

－１犑犻（狇）犙
犆（狇

·，狇） （５５）

式中：犉犆犻（狇
·，狇）∈犚

２，犉犆犻（狇
·，狇）＝［犉

犆
犻狓，犉

犆
犻狔］

Ｔ。

３　仿　真

根据表１的参数值，本文对手指与抓取对象系

统的动力学模型式（４９）在 Ｍａｔｌａｂ中进行数值仿真。

仿真过程中，给定一组初始状态。

表１　三指机器人系统仿真参数

犜犪犫．１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狋犺犲狋犺狉犲犲犳犻狀犵犲狉狊犺犪狀犱狉狅犫狅狋狊狔狊狋犲犿

参数 数值

犾犻１／ｍｍ ５０

犾犻２／ｍｍ ５０

犾犻３／ｍｍ ５０

犐犻１／（ｋｇ·ｍ２） １．２５×１０－４

犐犻２／（ｋｇ·ｍ２） １．２５×１０－４

犐犻３／（ｋｇ·ｍ２） １．２５×１０－４

犵／（ｍ·ｓ－２） ９．８

参数 数值

犿犻１／ｋｇ ０．１５

犿犻２／ｋｇ ０．１５

犿犻３／ｋｇ ０．１５

犿狅／ｋｇ ０．２

犐狅／（ｋｇ·ｍ２） １．０×１０－４

狉狅／ｍｍ １０００

ρ／ｍｍ １０

　　初始位移向量

狇＝［π／６，π／３，π／３，π／３，－π／６，π／３，π／３，π／３，

π／３，π／３，π／６，π／６，０，０，０，π／５，７π／１０，２π／５］
Ｔ

初始速度向量

狇
·
＝［０．１，０．１，０．１，０．１，０，０，０，０，０，０，０，０，０，

０，０，０．１，０，０．１，０，０］Ｔ

初始加速度向量

狇
··
＝［０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０，０］Ｔ。

手指基部在基坐标系｛犅｝中的位置参数

犅１＝（０．７５，－０．２９），犅２＝（－１．５，－０．３），

犅３＝（０．７５，－０．１）。

三指机器人多层级堆聚模型的数值仿真结果如
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图３～图５所示，机器人抓取力解析表达式（４０）的

数值仿真结果如图６～图８所示。

图３　第１根手指三关节力矩

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｖｏｌｕｔｅｊｏｉｎｔｔｏｒｑｕｅｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｎｇｅｒ

图４　第２根手指三关节力矩

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｖｏｌｕｔｅｊｏｉｎｔｔｏｒｑｕｅｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｉｎｇｅｒ

图５　第３根手指三关节力矩

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｖｏｌｕｔｅｊｏｉｎｔｔｏｒｑｕｅｓｏｆｔｈｅｔｈｉｒｄｆｉｎｇｅｒ

从图３～图８可知，利用本文所提出的扩展层

级建模方法所建立的三指机器人动力学模型，数值

仿真结果连续、收敛。

４　结　语

（１）将ＵｄｗａｄｉａＫａｌａｂａ理论和扩展的层级建模

方法应用于多手指机器人动力学建模，阐明了方法

的原理和应用条件，并对三指机器人进行了建模和

图６　第１根手指与抓取对象在接触点的约束力

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｆｉｒｓｔｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔ

图７　第２根手指与抓取对象在接触点的约束力

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔ

图８　第３根手指与抓取对象在接触点的约束力

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｔｈｉｒｄｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔ

仿真，解决了多手指机器人系统质量矩阵奇异的

问题。

（２）纯滚动约束是一种较难实现的约束形式，要

求指尖与抓取对象之间保持接触并无相对滑动。相

比滑动约束和夹持约束，纯滚动约束的数学表达式

个数较多、形式相对复杂。在纯滚动约束条件下建

立的手指机器人模型可为其他形式约束下的建模过

程提供参考。

（３）手指机器人控制系统中，各关节力矩经常作

为系统的输入，抓取对象的位置、运动参数和抓取力
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经常是控制系统的控制目标。本文建模方法可以得

到机器人各关节力矩和抓取力的解析式，使得机器

人便于实现下一步的力／位混合控制。

（４）扩展的层级建模方法为多手指机器人建模

提供了新的思路，也可以应用于其他多体系统的

建模。

（５）当手指机器人与抓取对象满足滑动约束时，

指尖和抓取对象表面的相对滑动会产生摩擦力。根

据库仑摩擦力的计算模型可知，机器人的摩擦力是

关于接触表面约束力的函数。如果认为摩擦力是由

非理想约束产生的非理想约束力，约束力模型就出

现耦合。如何建立耦合的约束力模型是手指机器人

建模的下一个目标。随着手指数量的增加和抓取表

面接触条件的变化，手指机器人动力学建模过程更

加繁琐，计算量增大。如何利用计算机技术，设计建

模软件，自动化实现动力学建模过程，提高建模效

率，成为了该领域的另一研究方向。
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