
书书书

收稿日期：２０１４１０１７

基金项目：湖南省科技计划项目（２００８ＦＪ３０６７）；湖南“十二五”重点建设学科项目（湘教发２０１１［７６］）

作者简介：吴　晓（１９６５），男，湖南常德人，教授，工学硕士，Ｅｍａｉｌ：ｗｘ２００５２２０＠１６３．ｃｏｍ。

第３５卷　第３期

２０１５年５月

长安大学学报（自然科学版）

　ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈａｎｇａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）
Ｖｏｌ．３５　Ｎｏ．３

Ｍａｙ２０１５

文章编号：１６７１８８７９（２０１５）０３００９８０５

考虑减振器弹性刚度时拉索张力的计算分析
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摘　要：为了提高装置减振器斜拉索张力的测试精度，在考虑减振器弹性刚度影响的基础上，建立

了装置减振器拉索的振动微分方程。利用Ｌａｐｌａｃｅ变换即可方便求得拉索的振型函数，结合减振

器弹性刚度的中间支承条件，可得到拉索的频率特征方程，利用此频率特征方程就可以求得拉索的

频率或张力。由于该方法求得的是精确解析解，因此其计算结果可以用来检验其他工程近似方法

的计算精度。研究结果表明：斜拉索的抗弯刚度对斜拉索张力计算的影响不大，所以斜拉索张力计

算可以忽略抗弯刚度的影响；减振器弹性刚度对减振器弹性刚度“较大”的斜拉索张力计算影响较

大，对减振器弹性刚度“较小”的斜拉索张力计算影响并不十分显著，因此在减振器弹性刚度“较小”

的斜拉索张力计算中可以不计减振器弹性刚度的影响。
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０　引　言

斜拉桥以其结构受力性能好，跨越能力大、结构

造型多姿多彩、抗震能力强及施工方法成熟等特点，

在桥梁工程中得到了越来越多的应用。在现代斜拉

桥中，一般选用较多数量的斜拉索，以致每根索可由

单股索制成。这种索易于安装替换，而且对加劲梁

提供了连续支承。斜拉索拉力是斜拉桥工作状态评

估的重要依据，目前拉力测试的最常用方法是基于

环境振动的频率法。大跨度斜拉桥拉索容易发生风

振、风雨激振等现象，为了抑制拉索的大幅振动，一

般采取在桥面和拉索间设置减振器的方法，而减振

器对拉索的固有频率有一定影响，会使频率法测量

拉索张力的精度产生偏差。所以，测量拉索张力时

应考虑减振器的弹性刚度。文献［１５］考虑了减振

器弹性刚度，首先将装有减振器的斜拉索分为３段，

再根据振动方程及连续条件得到超越频率特征方

程，然后计算减振器的等效刚度，并利用 Ｍａｔｌａｂ把

超越方程近似化简得到等效长度，再根据斜拉索的

等效长度和减振器的等效刚度选择斜拉索张力近似

计算公式。文献［６１１］利用振动频率法考虑刚度及

支承条件，研究了单跨拉索张力与频率的关系。采

用等效长度研究安装减振器装置拉索张力是有其局

限性的，所得结果也是近似解，而且还需用有限元法

检验。为此，本文在考虑减振器弹性刚度和拉索弯

曲刚度的基础上，采用Ｌａｐｌａｃｅ变换推导了拉索的

振动函数，得到频率特征方程，所得结果是精确解析

解。计算结果可用来检验其他工程近似方法计算结

果的精度和工程实测结果的误差。

１　考虑弯曲刚度时拉索张力

文献［１２］已经证明并得出结论，对于张紧的斜

拉索可以忽略垂度所引起的非线性影响。对于图１

所示装有减振器的斜拉索，由振动理论可知考虑弯

曲刚度时，其振动方程为
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式中：犈犐为拉索弯曲刚度；犆为阻尼系数；犜为拉索

张力；犿为拉索单位长质量；狇（狓，狋）为外载荷；狋为时

间变量。

图１　有减振器的拉索

Ｆｉｇ．１　Ｃａｂｌｅｗｉｔｈｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｄａｍｐｅｒ

当图１所示拉索做固有振动时，减振器的支反

力即为作用在拉索上的外载荷，可表示为

狇（狓，狋）＝犽１狔（狓１，狋）δ（狓－狓１）＋

　　犽２狔（狓２，狋）δ（狓－狓２） （２）

式中：犽１、犽２ 为减振器的弹性刚度；狔（狓，狋）为动位

移；δ（狓－狓犻）为狄拉克函数。

假设拉索固有振动时，动位移为

狔（狓，狋）＝犢（狓）φ（狋） （３）

把式（２）、式（３）代入式（１）中分离变量可得
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由式（５）可以求得φ（狋）表达式为

φ（狋）＝ｅ
－ξω０狋［犪ｃｏｓ（ω狋）＋犫ｓｉｎ（ω狋）］ （６）

式中：ω＝ω０ １－ξ槡
２；犪、犫可利用初始条件确定。

狄拉克函数及阶跃函数的运算规则为

δ（狓－狓犻）＝
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犔－１｛ｅ－狊狓犻犔［犳（狓＋狓犻）］｝＝犎（狓－狓犻）犳（狓）（１０）

式中：狊为拉氏变量，对式（４）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换可得
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对式（１１）进行Ｌａｐｌａｃｅ逆变换可得
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图１所示拉索的边界条件为

　　狓＝０，犢（０）＝０，犢（０）＝０；

　　狓＝犾，犢（犾）＝０，犢（犾）＝０ （１３）

利用式（１２）、式（１３）可以求得图１所示拉索的

振型函数为
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由于图１所示装有减振器拉索的中间支承条件为
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ｓｉｎ（λ２）（犾－狓１）ｓｉｎ（λ２）狓１
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓１）ｓｈ（λ１）狓１

λ１ｓｈ（λ１）［ ］犾
＋
犽２犢（狓２）

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

·

　　
ｓｉｎ（λ２）（犾－狓２）ｓｉｎ（λ２）狓１

λ２ｓｉｎ（λ２）犾
－
ｓｈ（λ１）（犾－狓２）ｓｈ（λ１）狓

λ１ｓｈ（λ１）［ ］犾

犢（狓２）＝
犽１犢（狓１）

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

ｓｉｎ（λ２）（犾－狓１）ｓｉｎ（λ２）狓２
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓１）ｓｈ（λ１）狓２

λ１ｓｈ（λ１）犾
＋
ｓｈ（λ１）（狓２－狓１）

λ［ １

－

　　
ｓｉｎ（λ２）（狓２－狓１）

λ ］２

＋
犽２犢（狓２）

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

ｓｉｎ（λ２）（犾－狓２）ｓｉｎ（λ２）狓２
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓２）ｓｈ（λ１）狓２

λ１ｓｈ（λ１）［ ］犾
（１６）

所以，由式（１６）可以得到图１所示拉索的频率特征方程为

（犃１１－１）（犃２２－１）＝犃１２犃２１ （１７）

式中：犃１１＝
犽１

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

ｓｉｎ（λ２）（犾－狓１）ｓｉｎ（λ２）狓１
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓１）ｓｈ（λ１）狓１

λ１ｓｈ（λ１）［ ］犾
；

犃１２＝
犽２

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

ｓｉｎ（λ２）（犾－狓１）ｓｉｎ（λ２）狓１
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓２）ｓｈ（λ１）狓１

λ１ｓｈ（λ１）［ ］犾
；

犃２１＝
犽１

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

ｓｉｎ（λ２）（犾－狓１）ｓｉｎ（λ２）狓２
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓１）ｓｈ（λ１）狓２

λ１ｓｈ（λ１）犾
＋
ｓｈ（λ１）（狓２－狓１）

λ１
－
ｓｉｎ（λ２）（狓２－狓１）

λ［ ］２

；

犃２２＝
犽２

（λ
２
１＋λ

２
２）犈犐

ｓｉｎ（λ２）（犾－狓２）ｓｉｎ（λ２）狓２
λ２ｓｉｎ（λ２）犾

－
ｓｈ（λ１）（犾－狓２）ｓｈ（λ１）狓２

λ１ｓｈ（λ１）［ ］犾
。

　　当拉索参数确定后，利用式（１７）即可求出拉索

的张力。由以上推导可以看出，本文推导出的式

（１４）、式（１７）是图１所示装有减振器拉索的精确解

析式。

２　算例分析

为了说明本文方法在实际工程中的应用，以及

检验其他方法的计算精度，以文献［５］提供的１组斜

拉索为例，来进行分析讨论。斜拉索的具体计算参

数见下页表１。按照表１提供的斜拉索计算参数，

采用式（１７）计算所得张力见下页表２。

对表２进行分析可知，文献［５］给出的近似解计

算精度很高，与本文精确解的误差很小。本文是在

考虑了斜拉索抗弯刚度的基础上来研究斜拉索的张

力计算，而文献［５］是在忽略斜拉索抗弯刚度的基础

上来研究斜拉索的张力计算，把本文的计算结果与
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表１　斜拉索计算参数

犜犪犫．１　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犮犪犫犾犲狊

索号 犿／（ｋｇ·ｍ－１） 犾／ｍ 狓１／ｍ 狓２／ｍ 犐／１０－６ｍ４ 犈／１０１１Ｐａ ω０／Ｈｚ 犽／１０６（Ｎ·ｍ－１）

Ａ１ ３３．８ ３７．２２ １．１９１ ３６．０２９ １．４７６ １．９５ ４．０５６ ６．２

Ａ２ ３３．８ ４３．４１ １．２１５ ４２．１９５ １．４７６ １．９５ ３．２６５ ６．２

Ａ３ ３３．８ ５２．３４ １．２０４ ５１．１３６ １．４７６ １．９５ ２．６１４ ６．２

Ａ４ ３７．１ ５９．４１ １．１８８ ５８．２２２ １．７７９ １．９５ ２．１８５ ６．２

Ａ５ ３７．１ ６７．６８ １．２１８ ６６．４６２ １．７７９ １．９５ １．９６８ ６．２

Ａ６ ３７．１ ７５．２６ １．２０４ ７４．０５６ １．７７９ １．９５ １．８１２ ６．２

Ａ７ ４３．２ ８２．９９ １．１６２ ８１．８２８ ２．４１２ １．９５ １．５９２ ６．２

Ａ８ ４３．２ ９０．１５ １．１７２ ８８．９７８ ２．４１２ １．９５ １．４２９ ６．２

Ａ９ ４３．２ ９７．９４ １．１７５ ９６．７６５ ２．４１２ １．９５ １．３１４ ６．２

Ａ１０ ４３．２ １０５．４２ １．１６０ １０４．２６０ ２．４１２ １．９５ １．２２５ ６．２

Ａ１１ ４３．２ １１３．０６ １．２４４ １１１．８１６ ２．４１２ １．９５ １．１８３ ６．２

Ａ１２ ４３．２ １２１．０５ １．２１０ １１９．８４０ ２．４１２ １．９５ １．０９７ ６．２

Ａ１３ ４３．２ １２８．７７ １．１５９ １２７．６１１ ２．４１２ １．９５ １．０１２ ６．２

Ａ１４ ４３．２ １３６．２３ １．２２６ １３５．００４ ２．４１２ １．９５ ０．９７４ ６．２

Ａ１５ ４３．２ １４３．９２ １．１５１ １４２．７６９ ２．４１２ １．９５ ０．９６０ ６．２

表２　斜拉索张力

犜犪犫．２　犜犲狀狊犻狅狀狊狅犳犮犪犫犾犲狊

索号
文献［５］考虑减振器

影响索力／Ｎ

文献［５］未考虑

减振器影响索力／Ｎ

本文考虑减振器

影响索力／Ｎ

文献［５］考虑

减振器影响与未考虑

减振器影响的误差／％

本文考虑减振器

影响与文献［５］考虑

减振器影响的误差／％

Ａ１ ２８３３１０８ ３０８１２３９ ２８２９３００ ８．７６ ０．１３

Ａ２ ２５１７２５８ ２７１５９５５ ２５１５１００ ７．８９ ０．０９

Ａ３ ２３７３１０２ ２５３０７８５ ２３７３１００ ６．６４ ０．００

Ａ４ ２３６３１０５ ２５００６６７ ２３６１５００ ５．８２ ０．０７

Ａ５ ２５０８９６２ ２６３２７２１ ２５０４８００ ４．９３ ０．１７

Ａ６ ２６４６３９３ ２７５９８０７ ２６３３８００ ４．２９ ０．４８

Ａ７ ２９０９４４６ ３０１６３４８ ２９０３９００ ３．６７ ０．８８

Ａ８ ２７７１７９０ ２８６７７３９ ２７６０２００ ３．４６ ０．４２

Ａ９ ２７７３８１１ ２８６１９０１ ２７６０４００ ３．１８ ０．４９

Ａ１０ ２７９９７９４ ２８８１７８７ ２７８７７００ ２．９３ ０．４３

Ａ１１ ３０１２２８８ ３０９１２２９ ３０００００２ ２．６２ ０．４１

Ａ１２ ２９７３９５１ ３０４７０９９ ２９７１３００ ２．４６ ０．０９

Ａ１３ ２８６７０１５ ２９３４５００ ２８６３３００ ２．３５ ０．１３

Ａ１４ ２９７７４９２ ３０４２３３６ ２９７６０００ ２．１８ ０．０５

Ａ１５ ３２３４７７４ ３２９８５９１ ３２３３２００ １．９７ ０．０５

文献［５］等研究的计算结果进行比较可知，斜拉索的

抗弯刚度对张力计算影响不大，所以斜拉索张力计

算可以忽略抗弯刚度的影响。

文献［５］在考虑了斜拉索抗弯刚度的基础上，采

用能量法推导出了减振器弹性刚度“较小”斜拉索的

等效索长计算公式即张力计算公式；采用弦振动理

论推导出了减振器弹性刚度“较大”斜拉索的等效索

长计算公式即张力计算公式；对于特定的减振器弹

性刚度既不“较小”又不“较大”，也推导出了斜拉索

的等效索长计算公式即张力计算公式。本文则在考

虑斜拉索抗弯刚度的基础上，推导出了斜拉索的频

率特征方程即张力计算的通式。由表２可以看出，

减振器弹性刚度对表１中的减振器弹性刚度“较大”

的斜拉索张力计算影响较大，对表１中的减振器弹

性刚度“较小”的斜拉索张力计算影响并不是十分显

著，因此在减振器弹性刚度“较小”的斜拉索张力计

算中可以不计减振器弹性刚度的影响。

但是，文献［１５］等研究给出的拉索张力近似计
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算公式在实际工程中使用并不很方便。首先，要把

装有减振器的斜拉索分为３段，再根据振动方程及

连续条件得到超越频率特征方程，然后计算减振器

的等效刚度，并利用 Ｍａｔｌａｂ把超越方程近似化简

得到等效长度，再根据斜拉索的等效长度和减振

器的等效刚度选择斜拉索张力近似计算公式，且

需利用其他方法来验证斜拉索张力近似计算公式

的精度。

由以上计算推导可知，本文方法无需对装有减

振器的斜拉索进行分段，利用Ｌａｐｌａｃｅ变换即可方

便求得拉索的振型函数，结合减振器弹性刚度的中

间支承条件，可得到拉索的频率特征方程。本文推

导出的装有减振器的斜拉索振型函数式（１４）及斜拉

索频率特征方程式（１７），在小挠度状态下都是精确

解析解。所以，本文方法计算结果可以用来检验其

他工程近似方法的计算结果和工程实测结果的误差

精度。

３　结　语

（１）本文是在考虑了斜拉索抗弯刚度的基础上

来研究斜拉索的张力计算，而文献［５］是在忽略斜拉

索抗弯刚度的基础上来研究斜拉索的张力计算，将

本文计算结果与文献［５］等研究的计算结果进行比

较可知，斜拉索的抗弯刚度对斜拉索张力计算影响

不大。

（２）减振器弹性刚度对减振器弹性刚度“较大”

的斜拉索张力计算影响较大，对减振器弹性刚度“较

小”的斜拉索张力计算影响并不十分显著，因此在减

振器弹性刚度“较小”的斜拉索张力计算中可以不计

减振器弹性刚度的影响。

（３）本文首次推导了装有减振器的斜拉索在小

挠度状态下的振型函数及频率特征方程的精确解析

解，为检验其他计算斜拉索张力的工程近似方法的

计算精度提供了理论方法和依据。
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