
书书书

收稿日期：２０１６０４０２

基金项目：国家自然科学基金项目（５１３７８１０５）

作者简介：张善稳（１９８０），男，河南商丘人，工学博士研究生，Ｅｍａｉｌ：ｘｉｕｃａｉｓｅｕ＠１６３．ｃｏｍ。

第３６卷　第５期

２０１６年９月

长安大学学报（自然科学版）

　ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈａｎｇａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ）
Ｖｏｌ．３６　Ｎｏ．５

Ｓｅｐ．２０１６

文章编号：１６７１８８７９（２０１６）０５００４５０７

空间曲线预应力筋张拉阶段应力损失计算方法

张善稳，王修信
（东南大学 混凝土及预应力混凝土结构教育部重点实验室，江苏 南京２１００９６）

摘　要：针对预应力混凝土结构中空间曲线形状预应力筋的预应力损失计算，运用摩擦力原理和空

间微分几何关系，推导出了在张拉阶段预应力筋空间曲线段应力损失的计算公式；结合预应力工程

中常用的２类空间曲线，即圆柱面上的圆弧曲线和投影面上为双抛物线的形式，详细地给出了空间

弯曲角φ和曲线长狊的实用计算公式；对这２类曲线预应力筋两端张拉且布筋形状非对称时的情

况，给出了确定理论不动点（应力平衡点）的计算公式。研究结果表明：在给出的工程算例中，从计

算开始点到理论不动点处的弧长，公式法和有限元法的计算结果分别为２３．５５４、２３．５２０ｍ，相差

０．１５％；理论不动点处有效预应力值的计算结果分别是８６８．４８、９１２．２８ＭＰａ，相差４．８％。其产生

误差的原因包括在给出公式计算中各分段计算四舍五入等误差的积累，ＭＩＤＡＳ有限元软件在空

间预应力筋形状输入时存在的微小误差，以及建模划分梁单元时的疏密程度造成的误差等。给出

的计算方法可解决这２类非对称布置空间曲线筋预应力损失的计算问题，能较为便利地计算出这

２类空间多曲线布筋形式的弧长和有效预应力，其计算结果可靠，表明了公式的通用性和实用性。
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０　引　言

后张法预应力工程被广泛应用于公路、市政、房

屋建筑等结构中。预应力混凝土梁桥中的预应力钢

束是关键受力构件，其应力状态决定着结构的整体性

能，预应力损失是影响预应力混凝土桥梁安全的最主

要因素之一，因此，预应力构件的有效预应力计算显

得尤为重要［１３］。在张拉阶段，预应力筋除受外加预

应力外，还有因预应力钢筋与孔道壁之间接触而产生

的摩擦力，该力与外加拉力方向相反，从而使预应力

值自张拉端开始逐渐减少。这部分造成应力损失的

摩擦力，主要包括孔道弯曲引起的摩阻力和孔道局部

偏差引起的摩阻力。实际工程中，张拉施工遵循的

是以应力控制为主、引伸值校核的双控原则，因此，为

了有效控制预应力筋的张拉效果，准确计算因摩阻力

造成的应力损失显得尤为重要。中国现行桥梁规范

和美国的桥梁结构规范以及专著文献中，有关在张拉

阶段预应力摩擦损失的计算公式均以二维曲线推

导［４１０］。很多学者针对这一问题进行了相关研究，孟

少平介绍了预应力张拉过程中理论伸长值与实测伸

长值偏差的主要原因，指出工程实践中应采取的措

施［１１］；周小勇等对空间曲线的管道摩擦及局部偏差

损失进行了研究［１２］；徐华轩等分别对竖向和体外预

应力筋的有效预应力及受力过程进行了探讨［１３１４］。

上述研究的角度虽有不同，但多为从二维曲线

或者折线方面解析，没有系统地给出空间曲线的计

算公式。鉴于此，本文综合相关文献，针对后张法预

应力工程中空间曲线预应力筋在张拉阶段的摩阻力

计算进行了详细的阐述和分析，推导计算了预应力

的损失和求解非对称布筋时的理论不动点。结合工

程中常用的２类空间曲线预应力筋形状，即圆柱面

上的圆弧曲线和投影面上为双抛物线，并对这２类

空间曲线预应力筋空间弯曲角φ和曲线长狊的计算

公式进行推导［１５２０］。

１　预应力损失计算公式推导

预应力筋在张拉阶段的应力损失是由孔道弯曲

引起的摩阻力和孔道局部偏差引起的摩阻力造成

的，分别定义为犉１、犉２，孔道壁和预应力筋间的摩阻

系数为μ。

１．１　空间预应力筋的几何关系

某段空间预应力筋曲线用向量狉＝狉（狊）表达，如

图１所示。曲线狊在点犿 处的３个向量表示为两两

相互垂直的单位向量α、β、γ，分别代表单位切、主法

和从法向量，空间曲率表示为犽（狊），挠率为τ（狊）。

图１　空间预应力筋曲线段

Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｃｅｃｕｒｖｅｓｅｇｍｅｎｔｏｆｐｒｅｓｔｒｅｓｓｉｎｇｔｅｎｄｏｎｓ

根据Ｆｒｅｎｅｔ公式有下列关系式

α′＝犽（狊）β

γ′＝－τ（狊）｛ β
（１）

式中：α′、γ′分别为基本单位向量α、γ关于弧长狊的

微商。

１．２　孔道弯曲引起的摩阻力

对于曲线孔道部分，预应力筋在张拉时对弯曲

孔道内壁产生的径向压力所引起的摩擦力，称为孔

道弯曲引起的摩阻力。力的数值随着孔道的弯曲包
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角的增加而增大。对空间微段ｄ狊的预应力筋进行

分析，始端张拉力为犜，曲线孔道微段张拉力变化为

ｄ犜，弯曲角变化为ｄφ，受力情况如图２所示。

图２　孔道弯曲影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｂｅｎｔｄｕｃｔｓ

则切线方向的张拉力可表示为

犜１＝犜α （２）

单位长度上孔道内壁对预应力筋的压力为犘，

由力平衡条件可得

ｄ犜１＋犘ｄ狊＝０ （３）

根据空间几何关系则有

犘＝犘１α＋犘２β＋犘３γ （４）

式中：犘１、犘２、犘３ 为向量犘的模，犘１ 为预应力筋与

孔道壁单位长度的摩阻力，犘２、犘３ 分别为预应力筋

与孔道壁在主法线和从法线方向单位长度的压力。

另

ｄ犜１
ｄ狊
＝
ｄ

ｄ狊
（犜α）＝犜

ｄα
ｄ狊
＋
ｄ犜
ｄ狊
α （５）

代入式（３）后整理可得

（ｄ犜
ｄ狊
＋犘１）α＋［犽（狊）犜＋犘２］β＋犘３γ＝０ （６）

根据α、β、γ这３个方向力的平衡原理，可得

ｄ犜＋犘１ｄ狊＝０

犽（狊）犜＋犘２＝０

犘３

烅

烄

烆 ＝０

（７）

由式（７）中可知，从法线γ方向上预应力筋给孔道

内壁正的压力犘３＝０，相应产生的摩擦力也为０。说明

挠率τ（狊）对空间曲线预应力筋从切平面上的摩阻力的

计算不产生影响，因此，空间曲线预应力筋的摩阻力由

空间曲率犽（狊）及曲线长度狊产生。所以有下列关系式

ｄ犉１＋犘１ｄ狊＝０

犘１＝μ 犘２２＋犘槡
２
３

犘２＝－犽（狊）

烅

烄

烆 犜

（８）

式中：μ为弯阻参数。

解得

ｄ犉１＝μ犜犽（狊）ｄ狊 （９）

预应力筋微段上的空间包角ｄφ为

　　　　　　ｄφ＝犽（狊）ｄ狊 （１０）

所以这部分的摩阻力ｄ犉１ 为

　　　　　　ｄ犉１＝μ犜ｄφ （１１）

１．３　孔道局部偏差引起的摩阻力

孔道局部偏差引起的摩阻力是由于在施工中孔

道设计位置与实际位置的局部偏差致使预应力筋在

张拉时与孔道壁产生多次接触而引起的摩擦力，数

值大小与预应力筋的长度、接触材料间的摩阻系数

及孔道成型的施工质量等有关。对于孔道局部偏差

影响所引起的摩擦力，设孔道具有正负偏差，如图

３（ａ）所示，其平均曲率半径为犚犻，相应的弯曲角为

ｄθ犻。假定预应力筋与平均曲率半径犚犻 的孔道壁贴

合很好，同样取微段ｄ狊进行分析，如图３（ｂ）所示。

图３　孔道局部偏差影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｌｏｃａｌｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｄｕｃｔｓ

由于挠率对摩阻力的大小没有影响，所以预应

力筋与孔道内壁间的法向压力ｄ犘犻为

ｄ犘犻＝－犜ｓｉｎ（ｄθ犻）≈－犜ｄ狊／犚犻 （１２）

故ｄ狊段内产生的摩擦力ｄ犉２ 为

ｄ犉２＝μｄ犘犻≈－μ犜ｄ狊／犚犻 （１３）

定义犽＝狌／犚犻 为孔道设计位置偏差系数，这部

分的摩阻力为

ｄ犉２＝犽犜ｄ狊 （１４）

１．４　摩阻力引起的预应力损失

空间曲线预应力筋微段ｄ狊内的应力变化值ｄ犜
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与两部分摩擦力之和满足力平衡条件，即

ｄ犜＋ｄ犉１＋ｄ犉２＝０ （１５）

把式（１１）、式（１４）代入上式，整理得

ｄ犜
犜
＝－（μｄφ＋犽ｄ狊） （１６）

对上式积分，利用边界条件：φ＝０，狊＝０，犜＝

犜０，并同除以钢束面积犃ｙ，整理得到空间曲线预应

力筋的应力损失

Δσ犻＝σ０（１－ｅ
－（犽狊犻＋μφ犻

）） （１７）

式中：Δσ犻为第犻段钢束应力损失的应力值；σ０ 为第

犻段始点应力；狊犻为第犻段始点至计算截面预应力筋

的空间曲线长度；φ犻 为第犻段始点至计算截面的空

间曲线包角度和（ｒａｄ）。

２　空间弯曲角和曲线长计算

上述空间曲线段预应力损失的计算公式与平面

曲线的公式结构形式相同，但是式（１７）中弯曲角φ
和弧长狊这２个参数的计算方法有很大不同。在进

行空间曲线预应力筋设计时，会给出在平面上投影

的曲线参数和在立面上投影的曲线参数，并可得到

投影面上平面曲线解析式的关系。下面结合预应力

混凝土工程中常用的２类空间曲线的形式，投影面

上为双抛物线和圆柱面上的圆弧曲线，推导这２类

空间曲线弯曲角φ和曲线长狊的实用计算公式，来

进一步分析和阐述预应力损失的完整计算过程。

根据微分几何中Ｆｒｅｎｅｔ公式

狊′２＝狓
′２
＋狔

′２＋狕′２ （１８）

犽（狊）＝［（狓′狔
″－狔

′狓″）２＋（狔
′狕″－狕′狔

″）２＋

　　（狕
′狓″－狓′狕″）２］１

／２／（狓′２＋狔
′２＋狕′２）３

／２ （１９）

所以空间曲线长狊和空间弯曲角φ的一般参数

表达式为

狊＝∫
狓
０

０
狓′２＋狔

′２
＋狕

′
槡

２ｄ狓 （２０）

φ＝∫
狓
０

０

｛［（狓′狔
″
－狔

′狓″）２＋（狔
′狕″－狕

′
狔
″）２＋

　　（狕
′狓″－狓

′狕″）２］１
／２／（狓′２＋狔

′２
＋狕

′２）｝ｄ狓（２１）

２．１　抛物线＋抛物线

预应力筋三维曲线表示为狓参数的表达式

狔＝犪１狓
２＋犫１

狕＝犪２狓
２＋犫

烅
烄

烆 ２

（２２）

则一阶导数和二阶导数为

狓′＝１　　　　狓
″＝０

狔
′＝２犪１狓 狔

″＝２犪１

狕′＝２犪２狓 狕″＝２犪

烅

烄

烆 ２

（２３）

式中：犪１、犪２ 为抛物线的二次项系数；犫１、犫２ 为常

数项。

２．１．１　空间曲线长狊

把一阶导数代入式（２０），可得

狊＝∫
狓
０

０
１＋４（犪

２
１＋犪

２
２）狓槡

２ｄ狓 （２４）

令４犪２１＋４犪
２
２＝犮

２，上式变化为

狊＝∫
狓
０

０
１＋犮

２狓槡
２ｄ狓 （２５）

所以求得曲线长狊为

狊＝
狓０
２
犮２狓２０槡 ＋１＋

１

２犮
ｌｎ（
狓０
犮
＋
１

犮２
犮２狓２０槡 ＋１）（２６）

２．１．２　空间弯曲角φ
把式（２３）代入式（２１），整理得

φ＝∫
狓
０

０

４犪２＋４犫槡
２

１＋４（犪
２
＋犫

２）狓２
ｄ狓＝∫

狓
０

０

犮

１＋犮
２狓２
ｄ狓（２７）

所以空间弯曲角φ为

φ＝犮ａｒｃｔａｎ（犮
２狓０） （２８）

２．２　圆曲线＋圆曲线

预应力筋三维曲线方程式表示为θ参数表达式

狓＝狉ｓｉｎ（θ）

狔＝－狉ｃｏｓ（θ）＋狉

狕＝－ 犚２－狉２θ槡
２＋

烅

烄

烆 犚

（２９）

则表达式的一阶导数和二阶导数为

　　　　

狓′＝狉ｃｏｓ（θ）

狔
′＝狉ｓｉｎ（θ）

狕′＝狉２θ（犚
２－狉２θ

２）－１／
烅

烄

烆
２

（３０）

狓″＝－狉ｓｉｎ（θ）

狔
″＝狉ｃｏｓ（θ）

狕″＝犚２狉２（犚２－狉２θ
２）－３／

烅

烄

烆
２

（３１）

式中：θ为平弯面内的弯角；狉、犚分别为投影在狓犗狔

和狓犗狕面上的圆曲线半径，如图４所示。

图４　空间预应力筋与投影面曲线关系

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｐａｃｅｐｒｅｓｔｒｅｓｓｉｎｇ

ｔｅｎｄｏｎｃｕｒｖｅｓａｎｄｐｒｏｊｅｃｔｏｎｓｕｒｆａｃｅ

２．２．１　空间曲线长狊

把式（３０）代入式（２０）得

狊＝犚狉∫
θ０

０

１

犚２－狉
２
θ槡
２
ｄ狓 （３２）
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所以曲线长狊为

狊＝犚ａｒｃｓｉｎ（
狉
犚
θ０） （３３）

２．２．２　空间弯曲角φ
把式（３０）、式（３１）代入式（２１），可得

φ＝∫
θ０

０

狉２

犚２－狉
２
θ
２＋
犚２－狉

２
θ
２

犚槡 ２ ｄθ （３４）

使用Ｓｉｍｐｓｏｎ３／８求积分式

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝

犫－犪
８
［犳（犪）＋３犳（犪＋犺）＋

　　３犳（犪＋２犺）＋犳（犫）］ （３５）

其中犺＝
犫－犪
３
，令

犮１＝９犚
２－狉２θ

２
０

犮２＝９犚
２－４狉２θ

２
０

犮３＝犚
２－狉２θ

烅

烄

烆
２
０

（３６）

则

φ＝
θ０
８

狉２

犚２槡＋１＋３
９狉２

犮１
＋
犮１
９犚槡 ２（ ＋

　　３
９狉２

犮２
＋
犮２
９犚槡 ２＋

狉２

犮３
＋
犮３
犚槡 ）２ （３７）

３　理论不动点的确定

预应力筋的应力损失计算中，当单端张拉时，

从张拉端逐段计算钢束的应力损失和终点应力，直

到固定端；当两端张拉，预应力筋呈对称布置时，以

对称点为固定端分段计算；当预应力筋形状布置非

对称时，必须首先确定“固定端”。当施加预应力

后，由于摩擦引起应力损失，张拉力将从两张拉端向

另一端逐渐减少，因此，预应力在钢筋中间某个部位

必定是同时衰减到某一个值，从而达到系统平衡，

这个点理论上是整束预应力筋中唯一的不动点，所

以称为理论不动点，或者应力平衡点。由于预应力

筋是一条空间光滑曲线，任意一端向另一端求摩阻

损失的函数，应该是单调、连续的，如图５所示，其中

σｃｏｎ为预应力筋锚下控制应力值，这２条摩阻损失曲

线的交点，即为理论上的不动点。

图５　非对称张拉时单向应力损失曲线

Ｆｉｇ．５　Ｏｎｅｗａｙｐｒｅｓｔｒｅｓｓｌｏｓｓｃｕｒｖｅｕｎｄｅｒａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｅｎｓｉｏｎ

假定应力平衡点位置在预应力筋的第犻段，两端

点犃、犅的应力分别为σ１、σ２。由应力平衡条件可知

σ１ｅ
－（犽狊

１
＋μφ１

）
＝σ２ｅ

－（犽狊
２
＋μφ２

） （３８）

可得下列关系式

φ１＋φ２＝φ

狊１＋狊２＝狊

犽（狊１－狊２）＋μ（φ１－φ２）＝ｌｎ（σ１／σ２

烅

烄

烆 ）

（３９）

式中：φ１、狊１、φ２、狊２ 分别为理论不动点两侧的弯曲角

和曲线长，联合φ、狊的关系式解得不动点的位置。

应力损失计算时，应首先根据预应力筋直、曲段

和空间曲段合理划分为若干段，从张拉端开始逐段

计算出各段的始、终端应力，直到“固定点”或者求得

的“理论不动点”。张拉端的初始应力与该点应力差

值即为预应力筋在张拉阶段的预应力损失。

４　算例与分析

某预应力混凝土曲线桥梁，宽度为１０ｍ，设计中

心线在半径为５０ｍ 的圆曲线上，桥跨组合为

（２４＋１８）ｍ，连续箱梁和中腹板预应力筋Ｎ１束平面

布置如图６所示。该预应力筋Ｎ１中犃犆段、犇犎 段

和犐犓段为空间曲线，犆犇段和犎犐段为平面曲线，立

面上的投影曲线如图７所示。预应力筋型号为

１０×７Φ
ｓ１５．２４１８６０，张拉应力取抗拉强度标准值的

７５％即１３９５ＭＰａ，也即是犃点和犓点锚下控制应力

值；摩阻参数犽、μ分别取为０．００１５和０．２２。

图６　曲线桥梁和钢束平面布置

Ｆｉｇ．６　Ｐｌａｎｅａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅｄｂｒｉｄｇｅａｎｄｔｅｎｄｏｎｓ

图７　钢束在立面上投影尺寸

Ｆｉｇ．７　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｔｅｎｄｏｎｓｏｎｖｅｒｔｉｃａｌｐｌａｎｅｏｆｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

４．１　公式法

由于预应力筋形状非对称，首先应确定理论不动

点，假定为犗点。通过式（１７）、式（３３）、式（３７），分别

从犃点和犓 点起单向计算预应力损失，如下页图８

所示。从图中可知，理论不动点犗在空间曲线犈犉

段上。
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图８　钢束犃、犓点起的单向应力衰减曲线

Ｆｉｇ．８　Ｏｎｅｗａｙｐｒｅｓｔｒｅｓｓｌｏｓｓｃｕｒｖｅｓｆｒｏｍｔｈｅ

ｐｏｉｎｔ犃ａｎｄ犓ｉｎｔｅｎｄｏｎｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

把已知数值代入式（３９），可解得以犈 为始点，

理论不动点犗点的数值。其中犈犉段两端点的应力

值分别为从犃端起计算的犈 点应力值和从犓 端起

计算的犉 点应力值。

４．２　有限元法和对比分析

有限元法采用 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ软件。梁单元根

据平面转角划分，每个单元为０．５°，其中有１个单元

为０．６３°，犈犉分段内单元为０．０１°。锚具变形为０，

其余常规建模。通过计算机软件可以得到整个钢束

预应力损失曲线，为方便比较，在有限元法的曲线上

与公式法中各分段节点相应位置进行了标示，包括

理论上的不动点（应力最小位置），如图９所示。

图９　钢束预应力损失曲线

Ｆｉｇ．９　Ｐｒｅｓｔｒｅｓｓｌｏｓｓｃｕｒｖｅｓｏｆｔｅｎｄｏｎｓ

用表格的方式列出钢束预应力损失和理论不动

点处的平弯转角、弧长及预应力数值，可以更加准确

直观地比较２种方法得到的理论不动点的计算结

果，如表１所示。

表１　理论不动点犗的计算数值

犜犪犫．１　犆犪犾犮狌犾犪狋犲犱狏犪犾狌犲狊狅犳犳犻狓犲犱狆狅犻狀狋犗犻狀狋犺犲狅狉狔

项目
犗点位置

转角／（°） 弧长／ｍ

犗点应力／

ＭＰａ

应力损失／

ＭＰａ

有限元法 ２６．９５２ ２３．５２０ ９１２．２８ ４８２．７２

公式法 ２６．９９１ ２３．５５４ ８６８．４８ ５２６．５２

差值　 ０．０３４ ４３．８０ ４３．８０

注：表中转角和弧长均为犃点为零点的平弯数值。

从上述图表中可以看出，２种方法计算的结果

相差比较小，最大的平衡点预应力误差也在５％以

内，理论不动点计算位置差别则更小，这充分说明推

导公式的正确性。造成这种差值的原因主要有：①

在给出的公式计算中，各分段中四舍五入等误差的

积累；②ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ软件在空间钢束形状输入存

在的微小误差；③建模划分梁单元时的疏密程度，因

为软件除了在钢束布置形状中输入的控制点坐标

外，程序还会自动计算每个单元内四分点位置处钢

束形状的控制坐标。

５　结　语

（１）根据空间微分几何关系，结合预应力混凝土

工程实践中常用的２类空间曲线，圆柱面上的圆弧

曲线和投影面上为双抛物线的形式，推导出了这２

类空间曲线预应力筋空间弯曲角φ和曲线长狊的实

用计算公式。

（２）运用摩擦力原理，推导出了这２类空间曲线

在张拉阶段预应力筋空间曲线段应力损失的计算通

用公式。而现行《公路钢筋混凝土及预应力混凝土

桥涵设计规范》（ＪＴＧＤ６２—２００４）和《公路桥涵施工

技术规范》（ＪＴＧ／ＴＦ５０—２０１１）中，并没有给出这类

空间曲线的明确计算公式。

（３）当两端张拉预应力筋形状非对称布置时，给

出了求解理论不动点（应力平衡点）的计算公式，用

以确定“固定端”。

（４）通过算例，把公式法的计算结果与有限元法

的结果进行了绘图列表对比分析，验证了公式法的

精度和正确性。详细阐述了张拉阶段预应力筋应力

损失的完整计算步骤，也表明了公式法的通用性和

实用性。

（５）下一步可以对锥形螺旋式空间多曲线布筋

形式的有效预应力计算等问题进行深入研究。
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