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考虑主塔刚度影响的三塔自锚式

悬索桥竖弯频率计算公式

张　超，黄群君，许　莉
（福州大学 土木工程学院，福建 福州３５０１０８）

摘　要：为方便计算多塔自锚式悬索桥的竖向自振频率，基于最简单的多塔自锚式悬索桥形式———

三塔自锚式悬索桥，考虑主塔刚度对振动频率的影响，应用Ｒａｙｌｅｉｇｈ法，推导了１阶反对称和正对

称竖弯振动频率计算公式，并提出主塔刚度影响系数的表达式。公式的精确性采用缩尺模型的模

态测试结果和实际桥梁的数值分析结果进行验证。研究结果表明：主塔刚度对于三塔自锚式悬索

桥的竖弯刚度影响较大，进行频率计算时不可忽略；影响程度可以通过给出的主塔刚度影响系数计

算公式进行计算；公式计算结果与模态识别结果和数值分析结果的误差率均在３％以内，表明给出

的公式具有较高的计算精度。

关键词：桥梁工程；三塔悬索桥；自锚式悬索桥；频率公式；主塔刚度

中图分类号：Ｕ４４１．３　　　文献标志码：Ａ

犉狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犿狌犾犪狊犳狅狉狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀狅犳狋犺狉犲犲狋狅狑犲狉狊犲犾犳犪狀犮犺狅狉犲犱

狊狌狊狆犲狀狊犻狅狀犫狉犻犱犵犲犮狅狀狊犻犱犲狉犻狀犵狋狅狑犲狉狊狋犻犳犳狀犲狊狊犻狀犳犾狌犲狀犮犲

ＺＨＡＮＧＣｈａｏ，ＨＵＡＮＧＱｕｎｊｕｎ，ＸＵＬｉ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＦｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｆｕｚｈｏｕ３５０１０８，Ｆｕｊｉａｎ，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｍｕｌｔｉｔｏｗｅｒｓｅｌｆａｎｃｈｏｒｅｄｓｕｓｐｅｎ

ｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅ（ＭＳＳＢ）ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｌｙ，ｔｈｅｔｈｒｅｅｔｏｗｅｒｓｅｌｆａｎｃｈｏｒｅｄｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅ（ＴＳＳＢ）ｗａｓ

ｔａｋｅｎａｓｒｅｓｅａｒｃｈｏｂｊｅｃｔ，ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｓｉｍｐｌｅｓｔｔｙｐｅｏｆＭＳＳＢ．ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅＲａｙｌｅｉｇｈｍｅｔｈｏｄ，

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒｍｕｌａｓｆｏｒ１ｓｔａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｎｄｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｓｏｆＴＳＳＢｗｅｒｅ

ｄｅｒｉｖｅｄｉｎｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｏｗｅｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｎｖｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ．Ｔｈｅｍｏｄａｌ

ｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｃａｌｅｄＴＳＳＢａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｏｆＴＳＳＢｗｅｒｅｔａｋｅｎａｓｅｘａｍｐｌｅｓｔｏ

ｃｈｅｃｋｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｐｒｏｐｏｓｅｄｆｏｒｍｕｌａｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔ：ｖｅｒｔｉｃａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ａｒｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙａｆｆｅｃｔｅｄｂｙｔｏｗｅｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆＴＳＳＢａｎｄｔｈｅｅｘｔｅｎｔｏｆｉｎｆｌｕｅｎｃｅｃａｎｂｅａｓｓｅｓｓｅｄｂｙ

ｔｈｅｍａｉｎｔｏｗｅｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｆｏｒｍｕｌａｓ．Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｆｏｒｍｕｌａｓｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔａｎｄ

ｍｏｄａｌｔｅｓｔｒｅｓｕｌｔｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔａｒｅｗｉｔｈｉｎ３％，ｗｈｉｃｈｓｈｏｗｓｔｈｅｇｏｏｄａｃｃｕｒａｃｙｏｆ

ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒｍｕｌａｓ．４ｔａｂｓ，８ｆｉｇｓ，１６ｒｅｆｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｂｒｉｄｇｅｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ；ｔｈｒｅｅｔｏｗｅｒｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅ；ｓｅｌｆａｎｃｈｏｒｅｄｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｂｒｉｄｇｅ；

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｆｏｒｍｕｌａ；ｔｏｗｅｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ



０　引　言

悬索桥的自由振动特性是工程师较为关注的结构

特性之一［１２］。悬索桥的频率计算公式具有很广泛的

适用性，可以快速得到自振频率，还可以清晰地得到各

结构参数对频率的影响规律［３４］。因此，频率计算公式

在悬索桥方案选形及概念设计阶段尤为适用［５６］。

对于传统两跨悬索桥，其缆索承受较大的拉应

力，竖向振动中主塔纵向刚度远小于缆索纵向刚度，

因此，在频率简化计算中通常忽略主塔刚度的影

响［７］。但是，鞠小华等对广东虎门大桥、江苏江阴长

江大桥、珠海伶仃东航道桥三座两塔地锚式悬索桥

的自由振动分析结果表明，竖向振动频率计算时需

要考虑桥塔刚度的影响［８］。多塔悬索桥作为较特殊

的悬索桥结构，结构力学特性与传统双塔悬索桥有

较大的不同［９１１］。目前，对于多塔悬索桥竖弯频率

计算公式的研究工作还开展的较少。西南交通大学

刘斌等和福州大学张超等分别针对三塔地锚式悬索

桥和三塔自锚式悬索桥，推导了竖弯频率计算公式，

但是以上公式推导过程中均忽略主塔刚度的影响以

简化推导过程［１２１３］。由于多塔悬索桥的中间桥塔

两侧主缆等效刚度较低，为了满足主梁变形要求，中

塔通常被设计得刚度较大［１４］。因此，多塔悬索桥自

由振动中，主塔刚度对振动频率的影响通常不容忽

视。张超以某三塔自锚式悬索桥为例，采用数值有

限元方法对比了“忽略桥塔刚度影响”和“考虑桥塔

刚度影响”２种情况下三塔自锚式悬索桥１阶竖弯

振动频率，其分析结果表明，是否考虑桥塔刚度对１

阶竖向振动频率的计算结果影响较大，最大差值高

达４３．８３％
［１５］。

综上所述，多塔自锚式悬索桥中间桥塔刚度较

大，缆索等效刚度相对较低，主塔刚度对结构竖向振

动频率影响较大。因此，本文以多塔自锚式悬索桥

家族中最简单的结构形式———三塔自锚式悬索桥为

研究对象，考虑主塔刚度的影响，采用Ｒａｙｌｅｉｈ法推

导１阶反对称和正对称竖弯频率计算公式。

１　基于犚犪狔犾犲犻犵犺法的频率计算方法

Ｒａｙｌｅｉｇｈ方法的基本原理为：当系统进行固有

振动时，如果不考虑阻尼力消耗能量，那么其动能与

位能反复交换。对于保守系统，其结构总能量是守

恒的。如果结构在自由振动时，任一点、任一瞬间的

位移狔可以表示为

　　狔（狓，狋）＝犃珔（狓）ｓｉｎ（ω狋＋φ） （１）

式中：犃为振幅；珔（狓）为满足边界条件的近似振型

函数；φ为初始相位角。

基于式（１）可以写出结构位能犝 和动能犜 的表

达式。根据能量守恒原理，即可以得到频率ω的近

似计算公式为［８］

　　ω
２
＝
犝
犜
＝
∫

犾

０
犈犐（狓）（珔

″（狓））２ｄ狓

∫
犾

０
犿（狓）（珔（狓））

２ｄ狓

（２）

式中：犈犐（狓）、犿（狓）分别弯曲刚度和质量分布值。

由于悬索桥固有振动的分析本质是一个特征值

求解问题，在满足边界条件的前提下，只要假设的形

状函数与实际振型的形状相似，即可求得满足工程

精度要求的频率值［１６］。因此，只要能写出近似振型

函数珔（狓），即可以利用式（２）近似求出结构自振的

频率。

为了简化公式推导过程，本文推导基于以下假

定：①假定所有材料的应力应变关系满足虎克定律；

②假定恒载为沿跨度均匀分布，且完全为缆索支承，

因此在恒载作用下主缆线形为抛物线状；③假定吊

索是稠密的，可比拟为仅在竖向有抗力的均匀膜，不

考虑吊索的拉伸；④假定加劲梁为两端承受轴压力

的等截面连续梁，不考虑加劲梁的竖曲线；⑤假定桥

梁自由振动为静力平衡状态基础上产生的小幅度振

动，整个过程结构刚度不变；⑥忽略主塔索鞍的纵桥

向变位对主缆线形的影响。

为方便后文公式表述，本文对三塔自锚式悬索

桥的参数定义如下：

犾犻为第犻跨主梁的计算跨径；犳犻 为第犻跨主缆

的矢高；犺犻为第犻个主塔的计算高度；狔犻为恒载作用

下第犻跨主缆几何线形，表达式为狔犻＝４犳犻（狓犻／犾犻－

（狓犻／犾犻）
２）；犾ｓ犻为第犻跨主缆的线形参数，表达式为

犾ｓ犻＝∫
犾犻

０

ｄ狊
ｄ（ ）狓

３

ｄ狓；犈犐、犈犃、犿 分别表示构件弯曲刚

度、轴向刚度和荷载集度；下标ｃ、ｔ、ｇ分别表示构件

为主缆、主塔和主梁；犛ｔ犻为第犻个主塔等效纵向刚

度，等于３犈ｔ犻犐ｔ犻
犺３ｔ犻

；犈为弹性模量；犐为转动惯量；狏犻 为

自由振动时第犻跨主梁的竖向变形；犎犻为自由振动

时第犻跨主缆水平拉力增量；狌ｈ犻为自由振动时第犻

个主塔顶端纵向变形。

因此，根据三塔自锚式悬索桥的自由振动特性，

可以得到结构的位能犝 和动能犜 的表达式为

　犝＝
∑
４

犻＝１
犎２犻犾ｓ犻

２犈ｃ犃ｃ
＋
犈ｇ犐ｇ
２
∑
４

犻＝１∫
犾犻

０


２狏

狓（ ）２
２

ｄ狓＋
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　　　∑
４

犻＝１∫
犾犻

０

犎２１
２犈ｇ犃ｇ

ｄ狓＋∑
３

犻＝１

犈ｔ犐ｔ
２∫

犺犻

０


２狌犻

狓（ ）２
２

ｄ狓 （３）

　犜＝∑
４

犻＝１

１

２∫
犾犻

０
犿ｃ
狏犻

（ ）狋
２

ｄ狓＋∑
４

犻＝１

１

２∫
犾犻

０
犿ｇ·

　　　
狏犻

（ ）狋
２

ｄ狓＋∑
３

犻＝１

１

２∫
犺犻

０
犿ｔ
狌犻

（ ）狋
２

ｄ狓 （４）

２　三塔自锚式悬索桥基本振型及变形协调

根据三塔自锚式悬索桥的结构特点，可以得到

其１阶反对称与正对称竖弯振型，分别如图１、图２

所示［５］。

图１　１阶反对称竖弯振型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｆ１ｓｔａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ

图２　１阶正对称竖弯振型

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄｅｓｈａｐｅｏｆ１ｓｔｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ

　　根据上图可知，三塔自锚式悬索桥自由振动时，

各跨间主缆水平变形量应等于两端主塔顶水平位移

量之差。因此，得到各跨主缆变形协调方程为

　　－犎２
犾ｓ２
犈ｃ犃ｃ

＋狔２
″

∫
犾
２

０
狏２ｄ狓＝狌ｈ１＋狌ｈ２ （５）

　　－犎３
犾ｓ３
犈ｃ犃ｃ

＋狔３
″

∫
犾
３

０
狏３ｄ狓＝－（狌ｈ２＋狌ｈ３） （６）

对于三塔自锚式悬索桥全桥而言，自由振动中

各跨主缆水平变形量之和应与加劲梁水平变形量相

协调。因此，可以得到全桥主梁变形协调方程为

　　－∑
４

犻＝１
犎犻
犾ｓ犻
犈ｃ犃ｃ

＋∑
４

犻＝１
狔犻
″

∫
犾犻

０
狏犻ｄ狓＝犎１

犔
犈ｇ犃ｇ

（７）

式中：犔为桥梁跨径。

３　１阶反对称竖弯频率计算公式

根据三塔四跨自锚式悬索桥发生１阶反对称竖

弯振动变形图（图１），选取“均布荷载作用下简支跨

梁的挠曲线”作为单跨主梁竖向变形的形状函数；选

取“均布侧向力作用下悬臂柱变形曲线”作为主塔纵

向变形的形状函数，分别为

　　狏犻＝犃犻（狓
４－２犾犻狓

３＋犾３犻狓）ｓｉｎ（ω狋＋φ）

　　　狓∈［０，犾犻］ （８）

　　狌犻＝３
狌ｈ犻
犺３

１

２
犺狓２－

１

６
狓（ ）３ ｓｉｎ（ω狋＋φ）

　　　狓∈［０，犺犻］ （９）

竖向自由振动过程中，主塔两侧主缆水平不平

衡力通过主塔弯曲变形来平衡，如图３所示。各个

主塔两侧主缆拉力水平增量之差等于塔顶的弹性反

图３　１阶竖向反对称竖弯振动中各主塔受力图

Ｆｉｇ．３　Ｔｏｗｅｒｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆ１ｓｔａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ

力，可以分别得到３个主塔受力平衡方程。

由于主缆直接锚固于加劲梁两端，当自锚式悬

索桥的加劲梁与主塔无纵向约束时，主梁两端受力

平衡方程，可以得到犎１＝犎４。

综上所述，把３个主塔受力平衡方程、３个主塔

变形协调方程写成矩阵形式，可以得到

１ －１ ０ 犛ｔ１ ０ ０

０ １ －１ ０ －犛ｔ２ ０

－１ ０－ ０ ０ 犛ｔ３

０
犾ｓ２
犈ｃ犃ｃ

０ １ １ ０

０ ０
犾ｓ３
犈ｃ犃ｃ

０ －１ －１

２
犾ｓ１
犈ｃ犃ｃ

＋
犾１＋犾２
犈ｇ犃（ ）ｇ

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃ

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃ

熿

燀

燄

燅
０ ０ ０

犎１

犎２

犎３

狌ｈ１

狌ｈ２

狌

熿

燀

燄

燅ｈ３

＝

　

０

０

０

狔２
″

∫
犾
２

０
狏２ｄ狓

狔３
″

∫
犾
３

０
狏３ｄ狓

熿

燀

燄

燅０

（１０）
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根据式（１０）可以求解得到６个未知数犎１、犎２、

犎３、狌ｈ１、狌ｈ２、狌ｈ３，代入式（２）～式（４），即可以求解得

到１阶反对称竖弯频率珚犳
ａ
ｖ 的计算公式，其中上标ａ

表示反对称振型，下标ｖ表示竖向振型。

　　珚犳
ａ
ｖ＝
１

２π

α犈ｃ犃ｃ＋γ０犈ｇ犐ｇ
犿ｇ＋犿槡 ｃ

（１１）

式中：γ０、α为与结构参数有关的系数，表达式为

　　γ０＝９７．５５／（犾
３
１犾２－犾

２
１犾
２
２＋犾１犾

３
２） （１２）

　　α＝５０犳
２
２／［（犾

３
１＋犾

３
２）（犾ｓ２＋２犈ｃ犃ｃ／犛ｔ２＋

　　　犈ｃ犃ｃ／犛ｔ１）］ （１３）

α定义为反对称竖弯振型的主塔刚度影响系

数。当主塔刚度犛ｔ较小时，α趋近于０，此时式（１１）

即与文献［５］中式（１３）、即忽略主塔刚度的反对称竖

弯频率公式相一致。

４　１阶正对称竖弯频率计算公式

根据三塔自锚式悬索桥１阶正对称竖向振动变

形图（图２）确定构件形状函数。对于边跨主梁，选

取“均布荷载作用下简支梁挠曲线”为形状函数，见

式（１４）；对于中跨主梁，选取“均布荷载作用下，一端

简支一端固结的等截面梁挠曲线”为形状函数，见式

（１５）；选取“均布侧向力作用下悬臂柱变形曲线”作

为主塔纵向变形的形状函数，见式（１６）。

　　狏犻（狓）＝犃犻狓（狓
３－２犾犻狓

２＋犾３１）ｓｉｎ（ω狋＋φ）

　　　狓∈［０，犾犻］，犻＝１，４ （１４）

　　狏犻（狓）＝犃犻狓
２ 狓

２

３
－
５犾犻狓

６
＋
犾２犻（ ）２ ｓｉｎ（ω狋＋φ）

　　　狓∈［０，犾犻］，犻＝２，３ （１５）

　　狌犻＝３
狌ｈ犻
犺犻

３

犺犻狓
２

２
－
狓３（ ）６ ｓｉｎ（ω狋＋φ）

　　　狓∈［０，犺犻］，犻＝１，２，３ （１６）

对于各个主塔，主塔两侧主缆水平力增量与主

塔变形相互平衡，如图４所示。可以得到边塔塔顶

受力平衡方程。

　　犎１＋３
犈ｔ１犐ｔ１
犺３ｔ１
狌ｈ１＝犎２ （１７）

根据结构变形协调原理，可以得到边跨和中跨

的变形协调方程，分别为

　　
犎１
犈ｃ犃ｃ

犾ｓ１＋狔１
″

∫
犾
１

０

（狏１ｄ狓）＝－
犎１
犈ｇ犃ｇ

犔
２
＋狌ｈ１ （１８）

　　
犎２
犈ｃ犃ｃ

犾ｓ２＋狔２
″

∫
犾
２

０
狏２ｄ狓＝－狌ｈ１ （１９）

图４　１阶正对称竖弯振动中主塔受力图

Ｆｉｇ．４　Ｔｏｗｅｒｓｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｉｎ１ｓｔｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｅｒｔｉｃａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ

根据式（１７）～式（１９）可以联立求解 犎１、犎２、

狌ｈ１的表达式，代入式（２）～式（４），即可得到１阶正

对称竖弯频率珚犳
ｓ
ｖ的计算公式，其中上标ｓ表示正对

称振型，下标ｖ表示竖向振型。

　　珚犳
ｓ
ｖ＝
１

２π
βγ１犈ｃ犃ｃ＋γ２犈ｇ犐ｇ

犿ｇ＋犿槡 ｃ

（２０）

式中：γ１、γ２ 为结构特性相关参数，表达式为

　　γ１＝２０１６（３犾
２
２－４犾

２
１）
２／［（１５犾３１犾

４
２＋９５犾

７
２）·

　　　（犾ｓ１＋犾ｓ２）］ （２１）

　　γ２＝１５１２（２犾２＋３犾１）／（３１犾
４
１犾２＋１９犾１犾

４
２） （２２）

β定义为正对称竖弯振型的主塔刚度影响系

数，其表达式为

β＝
犅２１犾ｓ１＋犅

２
１（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）＋犅

２
２犾ｓ２＋犅

２
３（犛ｔ／犈ｃ犃ｃ）

犾ｓ１犾ｓ２＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）

（２３）

当主塔刚度犛ｔ 较小时，β趋近于１。此时式

（２０）即与文献［５］中式（１９）、即忽略主塔刚度影响的

正对称竖弯频率计算公式相一致。

犅１、犅２、犅３ 为与桥塔刚度及结构参数相关的系

数，计算公式为

　　犅１＝
－［３犳２－４犳１（１＋（犛ｔ／犈ｃ犃ｃ）犾ｓ２）］［（犾ｓ１＋犾ｓ２）＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）］

（３犳２－４犳１）［（犾ｓ１＋犾ｓ２＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）＋（犛ｔ／犈ｃ犃ｃ）犾ｓ１犾ｓ２＋（犛ｔ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）犾ｓ２］
（２４）

　　犅２＝
－［３犳２（１＋（犛ｔ犾ｓ１／犈ｃ犃ｃ）＋（犾１＋犾２／犈ｇ犃ｇ）犛ｔ）－４犳１］［（犾ｓ１＋犾ｓ２）＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）］
（３犳２－４犳１）［（犾ｓ１＋犾ｓ２＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）＋（犛ｔ／犈ｃ犃ｃ）犾ｓ１犾ｓ２＋（犛ｔ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）犾ｓ２］

（２５）

　　犅３＝
－［３犳２（犾ｓ１＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２））＋４犳１犾ｓ２］［（犾ｓ１＋犾ｓ２）＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）］

（３犳２－４犳１）［（犾ｓ１＋犾ｓ２＋（犈ｃ犃ｃ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）＋（犛ｔ／犈ｃ犃ｃ）犾ｓ１犾ｓ２＋（犛ｔ／犈ｇ犃ｇ）（犾１＋犾２）犾ｓ２］
（２６）

５　算例验证

５．１　算例１：物理缩尺模型试验验证

本文以某三塔自锚式悬索桥物理缩尺模型为算

例，其跨径为１．６０ｍ＋３．３６ｍ＋３．３６ｍ＋１．６０ｍ＝

９．９２ｍ，具体参数见下页表１。

　　解：（１）方法１：物理缩尺模型模态识别结果

在结构各关键点布置加速度传感器，采用白噪

声扫描法测定模型的动力特性，基于采集得到的关

键节点加速度时程，采用随机子空间法进行模态识
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图５　物理缩尺模型模态识别

Ｆｉｇ．５　Ｍｏｄａｌｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｐｈｙｓｉｃａｌｓｃａｌｅｍｏｄｅｌ

别，得到三塔自锚式悬索桥竖向振型及频率，如图６

所示。

图６　缩尺模型模态识别结果

Ｆｉｇ．６　Ｍｏｄａｌｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｈｙｓｉｃａｌｓｃａｌｅｍｏｄｅｌ

表１　缩尺模型结构参数

犜犪犫．１　犛狋狉狌犮狋狌狉犲狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狊犮犪犾犲犿狅犱犲犾

参数 数值

犳１／ｍ ０．１３

犳２／ｍ ０．５６

犾１／ｍ １．６０

犾２／ｍ ３．３６

犾ｓ１／ｍ ２．０５

犾ｓ２／ｍ ４．１５

参数 数值

犺ｔ／ｍ ５０．８５

犛ｔ１／（ｋＮ·ｍ－１） ６５．７９

犛ｔ２／（ｋＮ·ｍ－１） ６５．７９

犕ｃ／（ｔ·ｍ－１） ８．３６×１０－３

犕ｇ／（ｔ·ｍ－１） ５．３５×１０－２

犕／（ｔ·ｍ－１） ６．２０×１０－２

参数 数值

犈ｃ／（ｋＮ·ｍ－２） １．９５×１０８

犈ｇ／（ｋＮ·ｍ－２） ７．５３×１０７

犈ｔ／（ｋＮ·ｍ－２） ２．６９×１０６

犃ｃ／ｍ２ １．９６×１０５

犃ｇ／ｍ２ １．８８×１０３

犐ｇ／ｍ４ ７．３５×１０７

　　（２）方法２：本文简化公式计算

①１阶反对称竖弯频率珚犳
ａ
ｖ计算

根据式（１２）得γ０＝２．１４１４

根据式（１３）得α＝２．１７×１０
－３

根据式（１１）得珚犳
ａ
ｖ＝７．９５４３Ｈｚ

②１阶正对称竖弯频率计算

根据式（２１）、式（２２）得γ１＝０．０２５３，γ２＝３．８２；

根据式（２４）～式（２６）得犅１、犅２、犅３ 分别为

犅１＝－０．９４５，犅２＝－１．０３１，犅３＝－４．９９．３

根据式（２３）得β＝１．０６８

根据式（２０）得珚犳
ｓ
ｖ＝１３．９９５Ｈｚ

（３）计算结果比较

缩尺模型识别得到的结构竖向振动频率与本文

公式计算结果对比如表２所示。

表２　缩尺模型竖弯频率对比

犜犪犫．２　犞犲狉狋犻犮犪犾犳狉犲狇狌犲犮犻犲狊犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狊犮犪犾犲犱犿狅犱犲犾

振型描述 实测结果／Ｈｚ本文公式解／Ｈｚ频率差／Ｈｚ相差率／％

１阶反对称竖弯 ８．１６００ ７．９５４３ －０．２０５７ －２．５２

１阶正对称竖弯 １４．３５００ １３．９９５０ －０．３５５０ －２．４７

５．２　算例２：实桥模型分析验证

以某三塔自锚式悬索桥为算例，其跨径为８０ｍ

＋１６８ｍ＋１６８ｍ＋８０ｍ；主缆由４跨组成，主跨理论

垂跨比为１∶６，边跨理论垂跨比为１∶１２．８８；主桥桥

面宽４３ｍ；边塔及中塔采用相同的柔性主塔，承台

以上塔高４８．９ｍ；全桥２根主缆；吊索间距７ｍ。其

他基本参数如表３所示。

表３　实桥主要结构参数

犜犪犫．３　犛狋狉狌犮狋狌狉犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狉犲犪犾狆狉狅犼犲犮狋

参数 数值

犳１／ｍ ６．３５

犳２／ｍ ２８．００

犾１／ｍ ８０．００

犾２／ｍ １６８．００

犾ｓ１ｖ １０３．４２

犾ｓ２／ｍ ２０７．７１

参数 数 值

犺ｔ／ｍ ５０．８５

犛ｔ１／（ｋＮ·ｍ－１） ４．３３×１０４

犛ｔ２／（ｋＮ·ｍ－１） ４．３３×１０４

犕ｃ／（ｔ·ｍ－１） ０．７３

犕ｇ／（ｔ·ｍ－１） ３３．４０

犕ｔ／（ｔ·ｍ－１） ４２．１０

参数 数 值

犈ｃ／（ｋＮ·ｍ－２） １．９５×１０８

犈ｇ／（ｋＮ·ｍ－２） ２．０６×１０８

犈ｔ／（ｋＮ·ｍ－２） ３．４５×１０７

犃ｃ／ｍ２ ０．０４７４

犃ｇ／ｍ２ １．５０

犐ｇ／ｍ４ １．６９

　　（１）方法１：有限元法求解

根据以上工程的结构参数，采用ＳＡＰ２０００建立

三维有限元模型。模型中主塔和主梁采用Ｆｒａｍｅ

单元；主缆及吊索采用ｃａｂｌｅ单元。支座边界条件
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采用节点耦合方式模拟。建立的三维有限元模型如

图７所示。

图７　实桥的数值模型

Ｆｉｇ．７　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｒｅａｌｐｒｏｊｅｃｔ

基于非线性恒载作用下的成桥状态，采用子空

间迭代法进行结构的动力特性分析。得到结构１阶

反对称和正对称竖向振型及频率（图８）。

图８　数值模型的模态分析结果

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄａｌａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｏｄｅｌ

（２）方法２：本文简化公式计算

①１阶反对称竖弯频率计算

根据式（１２）得γ０＝３．４３×１０
－７

根据式（１３）得α＝９．１５×１０
－６

根据式（１１）得珚犳
ａ
ｖ＝０．４５７８Ｈｚ

②１阶正对称竖弯频率计算

根据式（２１）、式（２２）得

γ１＝１．０５×１０
－５，γ２＝６．１２×１０

－７

根据式（２４）～式（２６）得犅１、犅２、犅３ 分别为

犅１＝－０．４７，犅２＝－１．３２６，犅３＝－１９１．８１

根据式（２３）得β＝１．７１５

根据式（２０）得珚犳
ｓ
ｖ＝０．６２９８Ｈｚ

（３）计算结果比较（表４）

表４　实桥算例竖弯基频对比

犜犪犫．４　犉狌狀犱犪犿犲狀狋犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀

狅犳狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀狊

振型描述
有限元

解／Ｈｚ

本公式

解／Ｈｚ

频率

差／Ｈｚ

相差

率／％

１阶反对称竖弯振动 ０．４４８１ ０．４５７８ ０．００９７ ２．１６

１阶正对称竖弯振动 ０．６２９５ ０．６２９８ ０．０００３ ０．０５

　　以上２个算例的比较结果可以看出，本文推导

的竖弯基频计算公式与有限元法或试验识别结构吻

合较好，误差大小均在工程允许范围之内。因此，本

文推导的公式可以适用于的三塔自锚式悬索桥竖弯

基频的估算。

６　结　语

（１）主塔刚度对于三塔自锚式悬索桥竖弯刚度

的影响较大，进行频率计算时不可忽略，影响程度可

以通过本文给出的主塔刚度影响系数计算公式进行

计算。

（２）本文公式计算结果与模态识别结果和数值

分析结果的误差率均在３％以内，表明本文公式具

有较高的计算精度。因此，本文频率公式考虑了桥

塔刚度的影响，具有较好的计算精度，可适用于三塔

自锚式悬索桥竖弯频率计算，此方法可推广至多塔

自锚式悬索桥的频率计算。

（３）本文竖弯频率计算公式仅适用于塔梁分离

的三塔自锚式悬索桥。对于采用塔梁固结方式的三

塔自锚式悬索桥，其竖弯频率计算公式还需进行专

门研究。
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