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摘　要：为了给交通管理部门提供多个路径诱导信息，基于经典的最短路径算法———Ｄｉｊｋｓｔｒａ算

法，研究了赋权交通网络的犽短路径问题。犽短路径问题是在网络犌 中求出给定起讫点对之间的犽

条路径犘１，犘２，…，犘犽，满足犠（犘１）≤犠（犘２）≤…≤犠（犘犽），其中犠（）表示路径的权值。在网

络犌的基础上，通过对犌的点、边重新划分以及对边上的权值重新赋值，构造出了１个新的网络犌′

并讨论了它的几个性质。从而将犌的犽短路径问题转换为求解犌′的最小支撑树问题，进一步，最

小支撑树问题又等价于求犌′中一条边的权值。研究结果表明：由于最小支撑树问题具有多项式算

法，得到关于犽短路径问题的多项式算法，其时间复杂性为犗（犽（犿＋狀ｌｇ（狀））），犿和狀为犌 的边数

和顶点数。最后通过算例给出了算法的具体执行过程，同时验证了其可行性。
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０　引　言

最短路径问题是许多领域内经常出现的一类问

题，在交通运输和网络通信等领域的研究中所遇到

的许多问题经转化后都可以归结为最短路径问题。

传统的最短路径问题是在有向图中求解从１个顶点

到其他各顶点的最短路径。而实际上，在一些决策

支持系统和咨询系统中，用户除了希望得到最短路

径以外，还希望得到次短和第３短路径等作为决策

参考，由此产生了求解犽短路径的问题。传统的求

解犽短路径的方法是：先求解第犽－１短路径。然

后通过求解第犽－１短路径的１个最小背离来求得

第犽短路径。算法的时间复杂度较大（最坏情况下

为犗（狀犽－１）），在具有较多顶点数的网络中，该算法

并没有多少实际应用价值。虽然近年来也出现了一

些解决这一问题的算法，但这些算法本身比较复杂

难以编程实现，而且时间复杂度不够理想。

关于最短路等问题，Ｄｉｊｓｋｔｒａ给出了１个时间复

杂度为犗（犿＋狀ｌｇ（狀））的算法，其中犿和狀为给定网

络的边数和顶点数［１］。犽短路径问题最早于１９５９年

出现在Ｈｏｆｆｍａｎ等的研究中
［２］；Ｙａｎｇ等提出了１个

具有时间窗的犽短路径的多项式算法
［３４］；Ｃａｒｌｙｌｅ等

得到了１个时间复杂性劣于一些算法的多项式算法，

但是其空间复杂性犗（犿）是最好的
［５］；戴树贵等给出

了时间复杂性为犗（狀２）的算法，用以获得次短路径和

渐次短路径［６］；Ａｎｔｏｎｉｏ讨论了点对点的犽短路径的

算法，其空间复杂性为犗（犿），时间复杂性为犗（犽狀犳

（狀，犿，犆ｍａｘ））
［７］；Ｚｉｊｐｐ等获得了具有多个约束条件下

的可行最短路径的方法［８］；关于稀疏图，Ｂｈｏｓｌｅ讨论

了最短路径中边删除后的替代路径问题，给出了近似

优化算法［９］；关于犽短路径问题的一些变形讨论，可

以参考文献［１０１２］。

本文基于经典的最短路径算法———Ｄｉｊｋｓｔｒａ算

法，给出了１个求解网络。犽短路径的算法，通过构

造新的网络图以及证明相关性质，并借助于最小支

撑树，给出了时间复杂度和空间复杂度较好的求解

算法，并通过算例验证了算法的可行性。

１　预备知识

设有交通网络犌＝（犞（犌），犈（犌））为简单图，

其中犞（犌）为顶点集，犈（犌）为边集，并且｜犞（犌）｜＝

狀，｜犈（犌）｜＝犿。对于犌的每条边犲都有１个权值

ω（犲）。为了讨论的需要，假设犌是犽边连通的，

即在犌中删除犽－１条边犌仍然连通，但是删除犽

条边后犌有可能不连通了。

考虑犌中任意不同的两点狊与狋，令犘犌（狊，狋）＝

狏０（＝狊）犲１狏２犲２…犲犾狏犾（＝狋）为犌中狊到狋的最短路，它

的长度记为犱犌（狊，狋）＝∑
犾

犻＝１
ω（犲犻）。犌 的最小生成树

（ＭＳＴ）是指犌的所有生成树中权值最小的那个生

成树，用犠犌（ＭＳＴ）表示犌的 ＭＳＴ的权值。对于

一个给定的顶点狏，从狏到其他各点的最短路径形

成图犌 的一棵生成树，记为犜狏，并把它称作以狏为

根的最短路生成树，简称最短树。假设犞′是犞（犌）

的１个非空子集，以犞′为顶点集，以两端点均在犞′

中的边的全体作为边集所组成的子图，称为犌的由

犞′导出的子图，记为犌［犞′］，犌［犞′］称为犌的导出子

图。用犞狊和犞狋表示在犜狊中删去犘犌（狊，狋）的一条边

后所得的２个导出子图的顶点集合，且有狊∈犞狊

和狋∈犞狋。犈犌（犞狊，犞狋）表示１个端点在犞狊中，另１

个在犞狋中的边的集合。

对给定顶点狊和狋，犽短路径问题就是在犌 中要

求出狊到狋的犽条路犘１，犘２，…，犘犽，满足犠（犘１）≤

犠（犘２）≤…≤犠（犘犽）。

２　性质和算法

根据犘犌（狊，狋）和犜狊的定义，有以下性质。

性质１：犘犌（狊，狋）犜狊，即狊到狋的最短路径包含

在以狊为根的最短树中。

引理１
［１０］：对任意犲∈犘犌（狊，狋），删除犲后狊到狋

的最短路恰好使用了犈犌（犞狊，犞狋）中的一条边，并且

新的最短路其权值为

　　 ｍｉｎ
狌狏∈犈犌

（犞狊
，犞狋
）
｛犱犌（狊，狌）＋ω犌（狌狏）＋犱犌（狌，狋）｝

根据犌来构造犌′，步骤如下。

（１）在犜狊中依次删除犘犌（狊，狋）的犾条边，则

犞（犌）被分成了犾＋１个子集，按顺序记为犞０，犞１，

…，犞犾，同时得到了犾＋１个导出子图犌（犞犻），且有

狏犻∈犞犻（犻＝０，１，…，犾）；

（２）对犈（犌）作如下划分为

　　犈（犌）＝ ∪
犾

犻＝０
犈（犌（犞犻））∪ ∪

犻≠犼
犈（犞犻，犞犼）

（３）令犞（犌′）＝犞（犌），犈（犌′）＝犈（犌），并且对

任意犲＝狌狏∈犈（犌
′），如果

　　犲∈犘犌（狊，狋）∪ ∪
犾

犻＝０
犈（犌（犞犻））

则ω犌′（犲）＝０；否则

　　ω犌′（犲）＝犱犌（狊，狌）＋ω犌（狌狏）＋犱犌（狌，狋）

性质２：在犌′中，犜狊 的边构成犌
′的最小支撑树

和以狊为根的最短树。

证明：由权值的重新定义，犌′中犜狊 的边的权值

都为０。
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性质３：对犘犌（狊，狋）中任意一条边犲，犌
′－犲的最

小支撑树和犌－犲中狊到狋的最短路径有相同的

权值。

证明：根据性质２，犌′的 ＭＳＴ的权值在没有删

除犲时为０，删除后得犞狊和犞狋。由树的定义知，犲的

替代边犲必然不属于犌［犞狊］或犌［犞狋］，否则会形成

闭回路，所以犲 ∈犈犌′（犞狊，犞狋）。则犌
′－犲的 ＭＳＴ

的权值为替代边的权值，同时由引理１得

　　犠犌
′
－犲（ＭＳＴ）＝ω犌′（犲

）＝

　　 ｍｉｎ
狌狏∈犈犌′

（犞狊
，犞狋
）
｛犱犌′（狊，狌）＋ω犌′（狌狏）＋犱犌′（狌，狋）｝

由犌′权值的定义犱犌′（狊，狌）＝犱犌′（狌，狋）＝０，则

　　犠犌
′
－犲（ＭＳＴ）＝ ｍｉｎ

狌狏∈犈犌′
（犞狊
，犞狋
）
｛ω犌′（狌狏）｝

　　ω犌′（狌狏）＝犱犌（狊，狌）＋ω犌（狌狏）＋犱犌（狌，狋）

所以

　　犠犌′－犲（ＭＳＴ）＝ ｍｉｎ
狌狏∈犈犌

（犞狊
，犞狋
）
｛犱犌（狊，狌）＋ω犌（狌狏）＋犱犌（狌，狋）｝

推论４：对犘犌（狊，狋）中任意一条边犲，犌
′－犲的

ＭＳＴ的权值就是替代边犲的权值。

推论５：对犘犌（狊，狋）中任意一条边犲，删除后替代

边犲的权值为

　　ω犌′（犲
）＝ ｍｉｎ

狌狏∈犈犌′
（犞狊
，犞狋
）
｛ω犌′（狌狏）｝

上面的几个性质为求解犽短路径问题提供了１

个非常简洁的思想，下面给出具体算法。

（１）用Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得出以狊和狋分别为根的

最短树犜狊和犜狋，以及狊到狋的犼短路；

（２）利用给出的方法构造新图犌′；

（３）取犘犌（狊，狋）中的一条边犲犻，在犜狊 中删除犲犻

得犞狊和犞狋。计算犌
′－犲的最小支撑树的权值为

　　犠犌
′
－犲犻
（ＭＳＴ）＝ω犌′－犲犻（犲

）＝

　　　　ｍｉｎ｛ω犌′（狌狏）｜狌∈犞狊，狏∈犞狋｝

注意到删除的边不同时，顶点集合犞狊 和犞狋 分

别是不同的，因为每次循环完后，前一次的内容不再

使用，可以重新赋值，故采用一样的记法；

（４）如果１＜犻≤犾，返回到（３）。最后有ω犌′－犲
１

（犲１ ），ω犌′－犲
２
（犲２ ），…，ω犌′－犲犾（犲


犾 ），计算ω犌′－犲′（犲

）＝

ｍａｘ｛ω犌′－犲犻（犲

犻 ）｜犻＝１，２，…，犾｝。则在犜狊－犲

′中，犲

是犲′的替代边，并且得到狊到狋的犼＋１短路犘犼＋１。

（５）令犌＝犌－犲′，返回到（１）。

现对算法复杂性进行分析。求以狊和狋分别为

根的最短树犜狊 和犜狋，其计算量为犗（犿＋狀ｌｇ（狀）），

犌′的构造在线性时间内就可以完成，因此算法的时

间复杂性为犗（犽（犿＋狀ｌｇ（狀））。

３　算例

设图１为某区域的简化交通网络图犌，狊和狋为

犌 中的两点，下面利用上述算法来计算狊到狋的４

短路径。

图１　交通网络图犌

Ｆｉｇ．１　Ｔｒａｆｆｉｃｎｅｔｗｏｒｋ犌

（１）用Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得出犜狊，犜狋 和犘犌（狊，狋）＝

狊犲１狏１犲２狏６犲３狏７犲４狏１０犲５狋，如图２和图３所示。犘犌（狊，狋）

在图２中用粗线表示，顶点旁边的数字表示狊或狋

到该顶点的距离；

图２　犜狊和犘犌（狊，狋）

Ｆｉｇ．２　犜狊ａｎｄ犘犌（狊，狋）

图３　犜狋

Ｆｉｇ．３　犜狋

（２）在犜狊中删除犘犌（狊，狋）的所有边，则可得到

犞犻和犌［犞犻］（犻＝０，１，…，５）；

（３）由犌′的定义，犘犌（狊，狋）和犌［犞犻］（犻＝０，１，…，

５）中边的权值都为０，所以在犌′中不再划出，如图４

所示。下面计算其他边的权值，首先是删除犲１ 后导

出子图犌［犞狊］和犌［犞狋］之间的边

　　ω犌′（狏１狏２）＝犱犌（狊，狏２）＋ω犌（狏１狏２）＋犱犌（狏１，狋）＝

２＋１＋６＝９

同理可得

　　ω犌′（狏２狏６）＝１０，ω犌′（狏３狏６）＝９，ω犌′（狏３狏７）＝９，

　　ω犌′（狏８狏７）＝８，ω犌′（狏１２狏７）＝１４，ω犌′（狏１２狏１１）＝１１，

　　ω犌′（狏１２狋）＝９。
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类似得出删除犲２，犲３，犲４，犲５ 后相应边的权值，如

图４所示。

图４　新网络图犌′

Ｆｉｇ．４　Ｎｅｗｎｅｔｗｏｒｋ犌′

（４）在犜狊中删除犲１ 后，有顶点集犞狊＝｛狊，狏２，

狏３，狏４，狏８，狏１２｝和犞狋＝｛狏１，狏５，狏６，狏７，狏１０，狏１１，狋｝。

则

　犠犌
′
－犲
１
（ＭＳＴ）＝ω犌′－犲

１
（犲１ ）＝

　 　ｍｉｎ｛ω犌′－犲
１
（狌狏）｜狌∈犞狊，狏∈犞狋｝＝

　　ｍｉｎ｛ω犌′ （狏２狏１），ω犌′ （狏２狏６），ω犌′ （狏３狏６），ω犌′

（狏３狏７），ω犌′ （狏８狏７），ω犌′ （狏１２狏７），ω犌′ （狏１２

狏１１），ω犌′（狏１２狋｝

同理可得

ω犌′－犲
２
（犲２ ）＝８，ω犌′－犲

３
（犲３ ）＝８，ω犌′－犲

４
（犲４ ）＝９，

　　　ω犌′－犲
５
（犲５ ）＝９；

（５）计算

　　ω犌′－犲′（犲
）＝ｍａｘ｛ω犌′－犲犻（犲


犻 ）｜犻＝１，２，…，５｝＝

　　　　ｍａｘ｛８，８，８，９，９｝＝９

则在犜狊中删除边狏７狏１０或狏１０狋后相应的替代边

为狏１２狋，犘２＝狊狏１狏６狏７狏１２狋是狊到狋的２短路径；

（６）重复以上步骤，得狊到狋的４短路径为犘１＝

狊狏１狏６狏７狏１０狋，犘２＝狊狏１狏６狏７狏１２狋，犘３＝狊狏１狏６狏１０狋，犘４＝

狊狏３狏６狏１０狋。

４　结　语

（１）通过将交通网络的犽短路径问题转换为求

解最小支撑树问题，得到了时间复杂性为多项式的

算法，为交通管理部门进行决策与发布诱导信息提

供依据。

（２）构造的新网络犌′以及证明的相关性质，简

化了问题的难度，是算法设计的基础。

（３）以具有１４个节点的简化网络为算例，对给

定的一对起讫点，详细实现了算法的的执行过程，得

到了４短路径。如果交通部门将此信息发布，出行

者一般情况下不会全去选择路径犘１，否则就会发生

交通拥堵，这样提供多种路径选择，提高了交通网络

的通行能力。关于管理者如何发布信息及出行者如

何选择路径，以及如何平衡这两者之间的利益，将是

下一步研究的一个问题。

（４）文中只考虑了最短路径上一条边中断后对

路径的选择，但是在实际中会有多条边或多个点或

点边同时中断的情形，这个问题将继续研究。
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