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钢混凝土组合梁界面滑移效应变分法求解

周勇超１，李亮亮２，李子青１
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摘　要：为了求解钢混凝土组合梁的界面滑移效应，以弹性理论为基础，建立平衡方程；利用最小

势能原理，结合变分方法，分别推导了简支钢混凝土组合梁在受均布荷载和集中荷载时，组合梁的

界面相对滑移、组合梁挠度以及附加弯矩的计算方法。结果表明：此方法使相对滑移微分方程基本

形式得到统一；附加弯矩与相对滑移趋势成正比，而与相对滑移量无关；界面相对滑移量与抗滑移

刚度、截面剪力有关，并且会增加组合梁挠度；简支组合梁相对滑移在梁两端部达到最大值，而向跨

中减小。最后通过算例验证了给出的解析解的正确性。
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０　引　言

钢混凝土组合梁在桥梁、建筑等领域中得到了

越来越广泛的应用，它扬长避短、充分利用了２种材

料的优点，具有承载力高、刚度大、抗震性能和耐火

性能好、稳定性高等优点。对于这种结构的研究，国



内外学者已经做了大量的工作，主要集中在以下领

域：聂建国等通过试验，结合弹性分析理论研究了简

支钢混凝土组合梁的强度、刚度计算方法，并提出

了部分抗剪连接的概念［１］；Ｌｉａｎｇ等利用有限元方

法，分析了组合梁在弯剪复合受力状态下的力学行

为，指出混凝土板对组合梁的横向抗剪有一定贡献，

计算时不应将其忽略［２］；Ｓａｍｅｈ等通过试验证明增

长组合梁界面处剪力键之间的距离、适当减少剪力

键个数是可行的［３］；Ｇｕｎｕｐ等研究了通过植入剪力

键的方法可以加固钢混凝土板非组合结构，试验表

明这种加固方法可以提高钢混凝土板非组合结构

的强度、刚度和延性［４］；Ａｎｄｒｅａ等通过有限元结合

模型试验的方法研究了预应力连续钢混凝土组合

梁，并注意到剪力键的变形对其力学行为的影响［５］。

组合梁之所以有较优异的性能，这与其在钢与

混凝土的交界面设置可靠的抗剪连接件密不可分。

这种结构的行为很大程度上取决于钢与混凝土之间

的连接程度。然而，完全刚性的抗剪连接是无法实

现的，在多数情况下，２种材料只是部分协调工作，

即使是完全抗剪连接，交界面上的相对滑移效应仍

然存在，且它将对组合梁弹性受弯承载能力以及刚

度都有较大影响。因此，在对组合梁进行分析时必

须考虑其界面相对滑移效应已被众多学者所认同。

国内外对于钢混凝土组合梁界面滑移效应研

究较系统的有：聂建国等通过模型试验，结合力法，

并认为界面相对滑移沿梁高线性分布，分析了滑移

效应对组合梁弯曲强度、刚度的影响，并给出了相应

的计算方法［６］；孙飞飞等分别在不同时期，利用模型

试验，结合有限元或弹性力学分析方法，得到了在不

同荷载形式作用下，组合梁界面滑移的计算方法以

及组合梁强度、刚度等的计算方法［７１２］；Ｐａｐｌｏ放弃

交界面上剪应力与应变的相对关系，而是采用剪应

力滑移应变曲线来非线性分析滑移效应，所得结果

与实测吻合较好［１３］；Ｒｏｎｇｑｉａｏ等利用虚功原理，推

导了在考虑滑移效应的组合梁内力计算方法，同时

也证明了最小势能原理，并得到了弯曲、振动以及屈

曲的近似解［１４］。以上的研究多采用试验与理论相

结合的的方法，利用弹性力学关系，建立平衡微分方

程进行求解。然而，这种方法推导复杂，涉及参数较

多，解析求解困难。为此，本文利用变分方法，结合

最小势能原理，推导了简支组合梁在受集中荷载和

均布荷载作用下相对滑移以及考虑滑移效应组合梁

挠度的计算方法，并与传统方法相比。此方法过程

简单，意义明确，求解高效。通过算例验证，其计算

结果与实测结果吻合良好，为工程技术人员提供了

一种新的求解思路。

１　组合梁相对滑移模型

１．１　基本假定

通常情况下，组合梁在正常使用状态下处于弹

性工作阶段，这一结果已被大量的试验结果所证实。

因此，为了计算简洁，将组合梁视为理想弹性体，同

时，还作如下基本假设：①不考虑剪切变形的影响，

组合梁的跨度一般情况下远大于组合梁高度，属于

“细长”结构，可以忽略组合梁中横向剪切变形的影

响；②尽管认为组合梁界面处存在相对滑移，但仍然

假设混凝土翼板与钢梁各自符合平截面假定，即变

形后截面仍与中性轴垂直，只是钢梁与混凝土板之

间有相对滑移差；③相对滑移量与抗剪连接刚度成

反比，与界面剪力成正比；④认为组合梁中混凝土翼

板与钢梁变形后曲率一致，即不考虑二者之间的抛

起作用。

１．２　基本微分方程

如图１（ａ）所示，坐标系如图１所示，犌ｕ，犌ｓ，犌ｃ

分别为组合梁、钢梁、混凝土翼板的截面形心；混凝

土翼板厚犺ｃ，板宽ξ２犫，形心到狕轴距离为狔ｃ；钢梁

顶板、底板厚度分别为狋ｓ１，狋ｓ２，宽度分别为ξ１犫，犫；到

组合梁形心的距离分别为狔
ｓｔ
，狔

ｓｂ
；腹板厚为狋ｗ；狔ｓｗ

为腹板到狕轴距离。取组合梁一微段ｄ狓，图（１）ｂ

中，犖、犕、犞 分别表示组合梁中的轴力、弯矩、剪力，

下标“ｃ”表示混凝土；“ｓ”表示钢梁；“＋”表示增量。

图１　组合梁微单元
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根据水平力平衡可得ｄ犖ｃ
ｄ狓

＝
ｄ犖ｓ
ｄ狓
。根据物理关

系可得

犈ｃ犃ｃεｃ＝犈ｓ犃ｓεｓ （１）

式中：犈ｃ、犃ｃ、εｃ和犈ｓ、犃ｓ、εｓ分别为混凝土板与钢梁

的弹性模量、截面面积、材料的轴向应变。

对与原本坐标位置重合但分别处于混凝土和钢

梁内的犃、犅两点，如图１（ｃ）所示，在受荷载作用之

后，发生了相对滑移，分别发生了相对变形犛ｃ犃、犛ｓ犅，

则相对滑移距离犛＝犛ｃ犃 －犛ｓ犅，则相对滑移应变为

犛′＝犛′ｃ犃 －犛′ｓ犅 ＝εｃ犃 －εｓ犅 （２）

由式（１）和式（２）可得

εｃ犃 ＝ρ犃犛′

εｓ犅 ＝ρ犅
烅
烄

烆 犛′

其中

ρ犃 ＝
犈ｓ犃ｓ

犈ｃ犃ｃ＋犈ｓ犃ｓ

ρ犅 ＝
犈ｃ犃ｃ

犈ｃ犃ｃ＋犈ｓ犃

烅

烄

烆 ｓ

假设组合梁在外荷载作用下截面形心处挠度为

狑，由假设①可知，截面任意一点的应变为ε＝狑″狔，

狔为任意一点到组合梁中心轴竖向距离。下面分别

计算体系的各项势能。

（１）组合梁受弯时的荷载势能珚犞

珚犞＝∫
犾

０
狇（狓）狑ｄ狓

当组合梁受纯弯时

珚犞＝∫
犾

０
犕（狓）狑″ｄ狓 （３）

式中：狇（狓）为均布荷载；犕（狓）为弯矩。

（２）相对滑移势能珡犝ｓ

珡犝ｓ＝
１

２∫
犾

０
犓犛２ｄ狓 （４）

式中：犓 为交界面上的抗滑移刚度。

（３）混凝土板势能珡犝ｃ

珡犝ｃ＝２×
１

２∫
犾

０∫
ξ２犫

０
犈ｃ（εｃ＋εｃｓ）

２犺ｃｄ狓ｄ狕 （５）

由前面可知εｃ＝狑″狔ｃ，εｃｓ＝εｃ犃 ＝ρ犃犛′，令犐ｃ＝

∫
ξ２犫

０
狔ｃ

２犺ｃｄ狕，代入式（５），可得

珡犝ｃ＝∫
犾

０
犈ｃ犐ｃ（狑″

２
＋
２ρ犃狑″犛′

狔ｃ
＋ρ

２
犃犛′

２

狔ｃ
２
）ｄ狓 （６）

（４）钢梁翼板势能

对于上翼板而言，其势能珡犝ｓ１ 为

珡犝ｓ１ ＝２×
１

２∫
犾

０∫
ξ１犫

０
犈ｓ（εｓ１＋εｓｓ１）

２狋ｓ１ｄ狓ｄ狕 （７）

同理可知，εｓ１ ＝ 狑″狔ｓ１，εｓｓ１ ＝εｓ犅 ＝ρ犅犛′，令

犐ｓ１ ＝∫
ξ１犫

０
狔
２
ｓｔ狋ｓ１ｄ狕，代入式（７），可得

珡犝ｓ１ ＝∫
犾

０
犈ｓ犐ｓ１（狑″

２
＋
２ρ犅狑″犛′

狔ｓｔ
＋
ρ
２

犅
犛′２

狔
２
ｓｔ

）ｄ狓 （８）

令犐ｓ２ ＝∫
犫

０
狔
２
ｓｂ狋ｓ２ｄ狕，钢梁底板势能珡犝ｓ２ 为

珡犝ｓ２ ＝∫
犾

０
犈ｓ犐ｓ３（狑″

２
＋
２ρ犅狑″犛′

狔ｓｂ
＋ρ

２
犅犛′

２

狔
２
ｓｂ

）ｄ狓 （９）

（５）钢梁腹板势能

对于腹板而言，有

珡犝ｓ３ ＝
１

２∫
犾

０∫
狔ｓｔ

狔ｓｂ

犈ｓ（εｓｗ＋εｓｓｗ）
２狋ｗｄ狓ｄ狔 （１０）

式中：εｓｗ ＝狑″狔ｓｗ；εｓｓｗ ＝ρ犅犛′。

令犐ｓ３ ＝∫
狔ｓｔ

狔ｓｂ

狔
２
ｓｗ狋ｗｄ狔，代入式（１０），可得腹板势

能为

珡犝ｓ３ ＝
１

２∫
犾

０
犈ｓ犐ｓ３（狑″

２
＋
２ρ犅狑″犛′

狔ｓｗ
＋
ρ
２

犅
犛′２

狔
２
ｓｗ

）ｄ狓 （１１）

由以上计算可知，结构体系总势能为

∏ ＝珚犞＋珡犝ｓ＋珡犝ｃ＋珡犝ｓ１＋珡犝ｓ２＋珡犝ｓ３，即

∏ ＝
１

２∫
犾

０

（犈１犐１狑″
２
＋２犈２犐２狑″犛′＋

犈３犐３犛′
２
＋２犕（狓）狑″＋犓犛

２）ｄ狓 （１２）

其中

　犈１犐１ ＝２（犈ｃ犐ｃ＋犈ｓ犐ｓ１＋犈ｓ犐ｓ２＋
１

２
犈ｓ犐ｓ３） （１３）

犈２犐２ ＝
２ρ犃

狔ｃ
犈ｃ犐ｃ＋

２ρ犅

狔ｓｔ
犈ｓ犐ｓ１＋

２ρ犅

狔ｓｂ
犈ｓ犐ｓ２＋

ρ犅

狔ｓｗ
犈ｓ犐ｓ３） （１４）

犈３犐３ ＝２（
ρ
２

犃

狔
２
ｃ

犈ｃ犐ｃ＋
ρ
２

犅

狔
２
ｓｔ

犈ｓ犐ｓ１＋

ρ
２

犅

狔
２
ｓｂ

犈ｓ犐ｓ２＋
ρ
２

犅

２狔
２
ｓｗ

犈ｓ犐ｓ３） （１５）

根据最小势能原理，在外力作用下，处于稳定平

衡状态的弹性体，在满足边界条件的所有位移中，实

际上存在一组位移，能使整个系统的总势能最小，即

体系总势能一阶变分为０，即

δ∏ ＝δ（珚犞＋珡犝）＝∫
犾

０

｛［犈１犐１狑″＋犈２犐２犛′＋

犕（狓）］δ狑″＋（犈２犐２狑″＋犈３犐３犛′）δ犛′＋犓犛δ犛｝ｄ狓＝０

通过分部积分，可得控制微分方程及边界条

件为

犈１犐１狑″＋犈２犐２犛′＋犕（狓）＝０ （１６）

犈２犐２狑＋犈３犐３犛″－犓犛＝０ （１７）

δ犛（０）（犈２犐２狑″（０）＋犈３犐３犛′（０））＝０ （１８）
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δ犛（犾）（犈２犐２狑″（犾）＋犈３犐３犛′（犾））＝０ （１９）

将式（１６）求一阶导数，联合式（１７），消除狑

项，若令狉２１ ＝
犓犈１犐１

（犈１犐１）（犈３犐３）－（犈２犐２）
２
，

狉２ ＝
犈２犐２

（犈１犐１）（犈３犐３）－（犈２犐２）
２
，则可得相对滑移控

制微分方程为

　　　犛″－狉
２
１犛＝狉２犙（狓） （２０）

式中：犙（狓）为任意截面处剪力值。

由式（２０）可知，界面相对滑移与抗剪滑移刚

度、截面剪力有关。

将式（１６）变形可得挠度控制微分方程为

狑″＝
１

犈１犐１
（犕（狓）＋犕ｓ（狓））

式中：犕ｓ（狓）为由相对滑移引起的附加弯矩，其大小

为犕ｓ（狓）＝犈２犐２犛′。

将式（１６）与不考虑相对滑移计算得出的微分

方程作比较，多了附加弯矩的影响。因此，组合梁相

对滑移效应会引起挠度增大，降低组合梁刚度。附加

弯矩与相对滑移的趋势（即相对滑移一阶导数）成

正比，而与相对滑移的大小无关。

２　 特定荷载形式下组合梁控制微分

方程求解

２．１　 组合梁受均布荷载作用

如图２所示，跨径为犾的一简支组合梁，作用均

布荷载狇，则任意截面的弯矩为 犕（狓）＝
狇
２
狓（犾－

狓），剪力犙（狓）＝
狇
２
（犾－２狓），代入式（２０）可得

　　犛″－狉１
２犛＝狉２

狇
２
（犾－２狓） （２１）

图２　 组合梁承受均布荷载

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓｕｂｊｅｃｔｔｏｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄ

可解得相对滑移的通解为：犛＝犆１ｅ
狉
１
狓
＋犆２·

ｅ－狉１狓－
狇狉２
２狉２１
（犾－２狓），由边界条件犛′（０）＝犛′（犾）＝０

可得系数犆１＝
－狉２狇

狉３１（ｅ
狉
１
犾
＋１）

，犆２＝
－狉２狇ｅ

狉
１
犾

狉３１（ｅ
狉
１
犾
＋１）

，则均

布荷载作用下组合梁界面滑移为

犛＝
狉２狇

狉３１（ｅ
狉
１
犾
＋１）

（ｅ狉１
（１－狓）
－ｅ

狉
１
狓）－

狇狉２
２狉２１
（犾－２狓） （２２）

相对滑移引起的附加弯矩为

犕ｓ（狓）＝犈２犐２犛′＝
犈２犐２狉２狇

２狉２１（ｅ
狉
１
犾
＋１）

（ｅ狉１犾－

ｅ狉１狓－ｅ
狉
１
（犾－狓）
＋１） （２３）

将式（２３）代入挠度微分方程，积分后可得挠度

计算式为

狑＝－
１

犈１犐１
［（－
狇狓

４

２４
＋
狇犾狓

３

１２
）－犈２犐２狉２狇（ｅ

－狉１狓＋

狓２

２狉２１
＋
ｅ狉１狓－ｅ

－狉１狓

狉４１（ｅ
狉
１
狓
＋１）

）＋犆３狓＋犆４］ （２４）

由边界条件狑（０）＝狑（犔）＝０可得

犆３ ＝－
狇犾
３

２４
＋
犈２犐２狉２狇
犾

（ｅ－狉１犾＋
犾２

２狉２１
＋

ｅ狉１犾－ｅ
－狉１犾

狉４１（ｅ
狉
１
犾
＋１）

－
犈２犐２狉２狇
犾

，犆４ ＝犈２犐２狉２狇

２．２　 组合梁受集中荷载作用

如图３所示，集中荷载犘作用于距离梁端ξ处，

可解得梁截面内力为：当０≤狓≤ξ时，犙（狓）＝

犾－ξ
犾
犘，犕（狓）＝

犾－ξ
犾
犘狓；当ξ≤狓≤犾时，犙（狓）＝

－ξ
犾
犘，犕（狓）＝ξ

犘
犾
（犾－狓）。由式（２０）可得，当０≤

狓≤ξ时，组合梁界面相对滑移的通解为

犛１ ＝犆５ｅ
狉
１
狓
＋犆６ｅ

－狉１狓－
狉２
狉２１
犙（狓）＝

犾－ξ
犾
犘 （２５）

当ξ≤狓≤犾时

犛２ ＝犆７ｅ
狉
１
狓
＋犆８ｅ

－狉１狓＋
狉２
狉２１
犙（狓）＝ξ

犾
犘 （２６）

由边界条件及相对滑移的连续性得：犛′１（０）＝

犛′２（犾）＝０，犛１（ξ）＝犛２（ξ），犛′１（ξ）＝犛′２（ξ）

图３　 组合梁承受集中荷载

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓｕｂｊｅｃｔｔｏｐｏｉｎｔｌｏａｄ

可解得各系数为

犆５

犆６

犆７

犆

熿

燀

燄

燅８

＝

１ －１ ０ ０

０ ０ ｅ狉１犾 ｅ－狉１犾

ｅ狉１ξ ｅ－狉１ξ －ｅ
狉
１ξ －ｅ

－狉１ξ

ｅ狉１ξ －ｅ
－狉１ξ －ｅ

狉
１ξ ｅ－狉１

熿

燀

燄

燅
ξ

－１
０

０
狉２
狉２１
犘

熿

燀

燄

燅
０

＝

狉２犘

２狉２１ｃｏｓｈ（狉１ξ）
（１－

ｓｉｎｈ（狉１ξ）（ｅ
狉
１
（犾－ξ）＋ｅ

－狉１
（犾－ξ））

２ｓｉｎｈ（狉１犾）
）

狉２犘

２狉２１ｃｏｓｈ（狉１ξ）
（１－

ｓｉｎｈ（狉１ξ）（ｅ
狉
１
（犾－ξ）＋ｅ

－狉１
（犾－ξ））

２ｓｉｎｈ（狉１犾）
）

－狉２犘ｓｉｎｈ（狉１ξ）（ｃｏｓｈ（狉１犾）－ｓｉｎｈ（狉１犾））

２狉２１ｓｉｎｈ（狉１犾）

－狉２犘ｅ
狉
１
（２犾－ξ）（ｅ２狉１ξ－１）

２狉２１（ｅ
２狉
１
犾
－１

熿

燀

燄

燅）
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当０≤狓≤ξ时，相对滑移引起的附加弯矩为

　犕ｓ１ ＝犈２犐２犛′１ ＝犈２犐２狉１犆５（ｅ
狉
１
狓
－ｅ

－狉１狓） （２７）

当ξ＜狓≤犾时，相对滑移引起的附加弯矩为

　犕ｓ２ ＝犈２犐２犛′２ ＝犈２犐２狉１（犆７ｅ
狉
１
狓
－犆８ｅ

－狉１狓） （２８）

将式（２７）、式（２８）代入挠度微分方程，积分后

可得挠度计算式为

当０≤狓≤ξ时，挠度为

　狑１ ＝
１

犈１犐１
（１－ξ
６犾
犘狓３＋

２犈２犐２
狉１
犆５ｓｉｎｈ（狉１狓）＋

犆９狓＋犆１０） （２９）

当ξ＜狓≤犾时，挠度为

　狑２＝
１

犈２犐２
（ξ犘
６犾
（１－狓）

３
＋
犈２犐２
狉１
（犆７ｅ

狉
１
狓
－犆８ｅ

－狉１狓＋

犆１１狓＋犆１２） （３０）

由边界条件 狑１（０）＝ 狑２（犾）＝０、狑１（ξ）＝

狑２（ξ）及狑１（ξ）＝狑２（ξ）。再令

Δ１＝
犈２犐２
狉１犈１犐１

（犆７ｅ
狉
１
犾
－犆８ｅ

－狉１犾），Δ２＝
犈２犐２
狉１
［犆７ｅ

狉
１ξ－

犆８ｅ
－狉１ξ－２犆５ｓｉｎｈ（狉１ξ）］，Δ３ ＝犈２犐２［犆７ｅ

狉
１ξ－犆８ｅ

－狉１ξ－

２犆５ｃｏｓｈ（狉１ξ）］，可得未知系数犆９ ～犆１２ 为

犆９

犆１０

犆１１

犆

熿

燀

燄

燅
１２

＝

０ １ ０ ０

０ ０ 犾 １

ξ １ －ξ １

１ ０ －

熿

燀

燄

燅
１ ０

－１

０

Δ１

犾－ξ
３
犘ξ＋Δ２

犘ξ（１－ξ）（犾－２ξ）

２犾
＋Δ

熿

燀

燄

燅
３

＝

０

Δ１
犾
－
Δ２＋犘ξ（犾－ξ）／３

犾
＋
（犾＋ξ）（Δ３＋犘ξ（犾－ξ）（犾－２ξ）／２犾

犾

Δ１
犾
－
Δ２＋犘ξ（犾－３）／３

犾
＋ξ
（Δ３＋犘ξ（犾－ξ）（犾－２ξ）／２犾

犾

Δ２－ξ
３
［Δ３＋

犘ξ（犾－ξ）（犾－２ξ）

２犾
＋犘ξ（犾－ξ

熿

燀

燄

燅
）］

３　算例分析

参照参考文献［１５］的试验研究结果，以文献中

编号为ＳＣＢ８的简支钢混组合梁为算例，截面尺寸

如图４所示，计算跨径犾＝２５６０ｍｍ。

取抗剪滑移刚度犓＝４．６７５×１０７Ｎ／ｍｍ，分别

计算了在均布荷载和集中荷载作用下组合梁的挠度

以及相对滑移，计算结果与实测结果如图５～图７

所示。

由以上计算结果可知，考虑滑移效应计算所得

结构挠度与实测结果相吻合，较不考虑滑移效应的

计算结果偏大。滑移效应的影响随着荷载的增加而

变得明显。因此，对于考虑钢混凝土组合梁的极限

图４　组合梁截面尺寸

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｂｅａｍｓｅｃｔｉｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

图５　均布荷载作用下的挠度

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｕｂｊｅｃｔｔｏｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄｓ

图６　集中荷载作用下的挠度

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｕｂｊｅｃｔｔｏｐｏｉｎｔｌｏａｄｓ

图７　集中荷载作用下的滑移

Ｆｉｇ．７　Ｓｌｉｐｓｕｂｊｅｃｔｔｏｐｏｉｎｔｌｏａｄｓ

承载力时，滑移效应的影响不可不计。滑移量向梁

两端增大达到最大值而向跨中部位减小。本文滑移

计算结果与实测结果在结构的弹性阶段吻合良好，

趋势一致。

４　结　语

（１）以弹性理论为基础，利用最小势能原理，结

合变分法，推导了简支钢混凝土组合梁在受均布荷
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载或集中荷载作用下结构挠度以及滑移量的解析表

达式，计算结果与试验数据吻合较好。

（２）利用结构力学的概念，引入了由相对滑移引

起的附加弯矩，使得滑移效应对结构的影响更利于

工程分析。在实际结构分析中，可将滑移效应分开

考虑，即计算滑移产生的附加弯矩，从而可求得相应

的附加挠度，这大大简化了分析过程，便于编制相关

程序。

（３）没有考虑横向剪切效应，这对于“细长”结构

的影响可以忽略，但若是跨度较小而高度较大的组

合梁，则需考虑横向剪切的影响。
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