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Ｕｓｈｅｒ模型在垃圾土沉降预测中的应用

张玉杰，郝增韬，谭　进
（贵州交通职业技术学院 建筑工程系，贵州 贵阳５５０００８）

摘　要：为了预测垃圾土的沉降量，以便指导填埋场的建设以及封场利用，基于线性加载情况下垃

圾土的沉降变形曲线呈“Ｓ”型这一特征，指出可用Ｕｓｈｅｒ模型预测其沉降随时间的变化规律，通过

分离变量法，结合初始条件对建立的 Ｕｓｈｅｒ模型求解，得到模型解的表达式。通过分析可知，Ｌｏ

ｇｉｓｔｉｃ模型和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型是Ｕｓｈｅｒ模型的特例。采用重复二元回归法对 Ｕｓｈｅｒ模型参数进行

求解，利用该模型对某填埋场的沉降量进行了计算，通过计算可知，Ｕｓｈｅｒ模型的误差平方和为

１０８．１９，而Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型的误差平方和分别为１６２．２１和９５２．４１。对比结果说

明，Ｕｓｈｅｒ模型具有较高的预测精度，对同类工程的沉降预测具有一定的指导意义。
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０　引　言

随着国家城市化进程的加快和居民生活消费水

平的提高，城市生活垃圾的增长速度十分迅速。中

国目前主要采用卫生填埋的方式，对城市生活垃圾

进行处理［１２］。在城市生活垃圾填埋过程中，由于有



机物的降解以及上覆荷载的共同作用，城市生活垃

圾填埋场会发生沉降变形，由此会对填埋场的设计、

建设、运营以及开发利用造成一定影响，因此，必须

对沉降问题予以足够重视。

国内外针对城市生活垃圾沉降变形的研究已有

很长的历史，对城市生活垃圾沉降变形均进行过深

入的研究。在试验研究方面，谢强利用自制的蠕变

压缩仪器对试样采取分别加载的方式，研究城市生

活垃圾的蠕变特性。通过试验得出：加荷状态下，填

埋初期城市生活垃圾的沉降很快，沉降量为整个试

验阶段沉降量的８０％～９２％；初期沉降与荷载有

关，荷载越大，初期沉降越大；城市生活垃圾的变形

不可能永久进行下去，理论上有应变极限，即具有衰

减蠕变的特点［３］。朱青山等采用聚乙烯筒作为试验

仪器，在恒定压力作用下研究城市生活垃圾的变形

及生物降解特性，得到沉降与时间的关系式［４］。上

述研究虽然通过室内试验已取得一些有价值的成

果，但是存在一定弊端，如研究者采用的试验仪器各

不相同，试验操作方式也存在差异，因试验方法不

同，得出的试验结果可比性较差［５７］。总体来说，关

于城市生活垃圾的试验仪器以及试验操作步骤还没

有规范可循，因此，在室内试验设备及试验方法的规

范化方面还有待进一步完善。在理论研究方面，研

究者尝试将主固结、次固结结合起来，提出以积分形

式建立沉降模型。这类模型与一般土的沉降模型形

式相似，容易被人们接受。这类模型存在以下缺点：

城市生活垃圾沉降曲线中，主、次固结的分界点难以

把握，两部分常常交错发生，很难区分开［８９］。因此，

人为的把城市生活垃圾的压缩过程分割成主、次固

结两个阶段是欠妥当的。Ｅｄｇｅｒｓ等提出专门用于

描述城市生活垃圾因生物降解而产生的沉降［１０］

狑ｂｉｏ＝犎犅［ｅβ
（狋－狋ｋ

）
－１］

式中：犎 为填埋场高度；狋ｋ 为有机物降解开始时间；

犅、β均为参数，０．１２２３／年 ＜β＜１．２６７／年。

对该式进行求导，得到有机物降解沉降速率为

犎犅β（狋－狋犽）｛ｅ
［β（狋－狋ｋ

）－１］｝。该沉降速率是一个严格单

调增加的函数，这与填埋场中“有机物降解速率先增

加后降低”的规律不符；并且当狋→∞时，狑ｂｉｏ→∞，

这显然是不符合实际的。

综上所述，目前还没有预测沉降特性的合理模

型，对填埋场的沉降量很难做出较为准确的计算与

估计。因此，对城市生活垃圾填埋场的沉降问题进

行研究，有一定的意义。为此，本文基于线性加载情

况，建立了Ｕｓｈｅｒ模型，并进行求解。

１　预测模型的建立及求解

垃圾土在填埋过程中，一般都是每天在填埋场

上把垃圾铺散成一定厚度的薄层，然后压实，并在压

实之后用一层厚１５～３０ｃｍ的粘土或粉煤灰覆盖。

这种填埋方式相当于对垃圾土进行线性加载。梅国

雄等人证明，在线性加载情况下，土体的沉降时间

曲线呈“Ｓ”型
［１１１２］。由于 Ｕｓｈｅｒ曲线具有“Ｓ”型变

化的数学特征，因此，可通过 Ｕｓｈｅｒ曲线来拟合垃

圾土沉降量随时间的变化规律。

美国学者Ｕｓｈｅｒ于１９８０年提出了一个描述增

长信息随时间变化的数学模型，用微分方程表述为

ｄ狔
狔ｄ狋

＝
犪
犫
１－

狔
狔（ ）ｍ［ ］

犫

（１）

式中：狔为模型参数；犪为增长速度因子；犫为形状因

子；狔ｍ 为极限值。

对式（１）进行变量分离，可得

ｌｎ
狔／狔（ ）ｍ

犫
－１

狔
犫
ｍ

＝－犪＋犮１ （２）

式中：犮１ 为积分常数。

由式（２）可得式（１）的通解为

狔＝
狔ｍ

［１＋犮２狔
犫
ｍｅ
－犪狋］

１
犫

（３）

由于式（３）中含有常数犮２，因此还不能完全反

映发展规律。对于该常数，可通过初始条件来确定。

把初始条件狔（０）＝狔０ 代入式（３）可得

犮２ ＝
（狔ｍ／狔０）

犫
－１

狔
犫
ｍ

把犮２ 代入式（３）可得

狔＝
狔ｍ

｛１＋［（狔０／狔ｍ）
－犫
－１］ｅ－

犪狋｝
１
犫

（４）

式中：狔０ 为初始值。

若设犮＝ （狔０／狔ｍ）
－犫
－１，则式（２）可简化为

狔＝
狔ｍ

（１＋犮ｅ－
犪狋）

１
犫

（５）

由式（５）可知，当狋→∞时，狔→狔ｍ，从而描述了

信息函数狔随时间狋的增长特征。由于垃圾土的沉降

量随时间的变化关系也属于增长曲线的类型，所以

沉降量可表示为

狊＝
狊ｍ

（１＋犮ｅ－
犪狋）

１
犫

（６）

式中：狊为沉降量（ｍｍ）；狊ｍ 为最终沉降量（ｍｍ）；狋为

时间（ｄ）。

在式（６）中，当犫＝１时，狊＝
狊ｍ

（１＋犮ｅ－
犪狋）
，就变成
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Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型。当犫→０时，对式（６）进行求导，然后

积分整理，得狊＝狊ｍｅ
－犮
－犪狋

，该式即为Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型。

可以看出，Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型是Ｕｓｈｅｒ

模型的特例。

式（６）中存在一个最大增长速度，即存在一个

拐点，拐点发生在狊ｍ
２

２－（ ）犫
１
犫

处，该拐点值将随狊ｍ

和犫值的变化而变化，因而具有一定的弹性，使

Ｕｓｈｅｒ模型能得到更高的拟合精度。

将式（１）改写为

狊＝狊ｍ
（１＋犮）

犫

（１＋犮）
犫－１

１
（１＋犮ｅ－

犪狋）犫－
１

（１＋犮）［ ］犫 （７）

对式（７）用狋微分，即得到瞬时沉降为

ｄ狊
ｄ狋
＝狊ｍ

犪犫犮（１＋犮）
犫

（１＋犮）
犫
－１

ｅ－犪狋

（１＋犮ｅ－
犪狋）犫＋１

（８）

联立式（７）、式（８），可得

（１＋犮）
犫
－１

（１＋犮）
犫

狊
狊ｍ
＋

１
（１＋犮）［ ］犫

１＋
１
犫

狊狋 ＝

　狊ｍ
犪犫犮（１＋犮）

犫

（１＋犮）
犫
－１
ｅ－犪狋 （９）

式中：狊狋为狋时刻的沉降量。

对式（９）两端取对数，得

ｌｎ（狊狋）＝犃＋犅ｌｎ
犆－１
犆

狊
狊（ ）ｍ ＋

１
［ ］犆 －犇狋 （１０）

其中：犃＝ｌｎ狊ｍ
犪犫犮（１＋犮）

犫

（１＋犮）
犫
－［ ］１ ；犅＝

犫＋１
犫
；

犆＝１＋犮；犇＝犪。 （１１）

采用重复二元回归法求解式（１０）的参数，即给

不同的狊ｍ、犆，对式（１０）进行二元回归，直到满足条

件。如有多解，则提高迭代精度，到达唯一解为止。然

后，根据式（１１）求出参数犪、犫、犮。

２　 工程实例分析

对某垃圾填埋场进行沉降观测，选取填埋高度

为３２ｍ的第一作业单元，距底部５ｍ高度处进行沉

降量分析，观测资料见表１。沉降在填埋后的前２个

月有比较大的沉降，随后又经历变小到变大的过程，

最后３个月基本达到稳定，符合“Ｓ”型曲线的变化特

征。依据３０～３００ｄ的沉降观测资料，利用Ｕｓｈｅｒ沉

降预测模型，可得到拟合的Ｕｓｈｅｒ模型、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模

型和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型分别为

Ｕｓｈｅｒ模型：狊狋＝
１．６７

（１＋９８．４９ｅ－
０．０３狋）０．３３

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型：狊狋＝
１．７４

１＋５．０１ｅ
－０．０１７狋

Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型：狊狋＝１．８２ｅ
［－ｅ

（０．７４－０．０１狋）］

表１　沉降观测值与预测值

犜犪犫．１　犇犪狋犪狅犳狅犫狊犲狉狏犲犱犪狀犱狆狉犲犱犻犮狋犲犱

时间／

ｄ

观测

值／ｍ

Ｕｓｈｅｒ模型 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型 Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型

预测

值／ｍ

相对误

差／％

预测

值／ｍ

相对误

差／％

预测

值／ｍ

相对误

差／％

６０ ０．６９ ０．６５ ５．８０ ０．６２ １０．１５ ０．５７ １７．４２

９０ ０．８２ ０．８５ －３．６６ ０．８３ －１．７８ ０．７７ ６．３８

１２０ １．０２ １．０９ －６．８６ １．０５ －３．３０ ０．９６ ６．１３

１５０ １．２７ １．３１ －３．１５ １．２５ １．５２ １．１３ １１．２１

１８０ １．４６ １．４８ －１．３７ １．４１ ３．４９ １．２７ １２．８１

２１０ １．６０ １．５８ １．２５ １．５２ ４．６９ １．３９ １２．９７

２４０ １．６４ １．６３ ０．６１ １．６０ ２．１９ １．４９ ９．２５

２７０ １．６４ １．６５ －０．６１ １．６６ －０．９６ １．５６ ４．６６

３００ １．６６ １．６６ ０ １．６９ －１．７１ １．６２ ２．３１

误差平方和 １０８．１９ １６２．２１ ９５２．４１

　　根据Ｕｓｈｅｒ模型、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模

型，计算出该垃圾填埋场的沉降预测值和相对误差，

对比情况，见表１；得出的沉降量与时间的关系曲线

如图１所示。从表１和图１可以看出，Ｕｓｈｅｒ模型

对沉降的预测拟合较好。

图１　实测数据与预测曲线

Ｆｉｇ．１　Ｍｅａｓｕｒｅｄｄａｔａａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅ

通过图１的实测数据与拟合数据曲线可以看

出，在曲线拟合过程中，Ｕｓｈｅｒ模型、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型

和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ模型这３种模型对沉降早期拟合误差

不大，前２种模型拟合效果较好，后１种模型拟合效

果较差，３种模型计算的误差平方和分别为１０８．１９、

１６２．２１和９５２．４１。以上分析表明，对垃圾土沉降的

预测，Ｕｓｈｅｒ模型可取得更为满意的结果。

３　结　语

（１）在分析填埋场沉降变形量的基础上，得到其

沉降变形规律，并指出可应用 Ｕｓｈｅｒ模型进行沉降

预测，通过分离变量和二元回归的方法对该模型进
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行求解，并应用于具体工程，对比分析了不同模型之

间的差异。

（２）在线性加载的情况下，垃圾土的沉降时间

曲线呈现“Ｓ”型，符合 Ｕｓｈｅｒ提出的描述增长信息

随时间变化的数学模型，因此，垃圾土的沉降可用

Ｕｓｈｅｒ模型来表示。

（３）应用Ｕｓｈｅｒ模型、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ模型和Ｇｏｍｐｅｒ

ｔｚ模型对某填埋场的沉降进行拟合，通过计算可知

Ｕｓｈｅｒ模型的误差平方和最小，说明应用该模型进

行预测，预测精度高，效果最好。

（４）针对线性或近似线性加载情形，对某个填埋

场的数据进行了预测研究，工程实例对比分析结果

表明，Ｕｓｈｅｒ沉降预测模型较Ｌｏｇｉｓｔｉｃ和Ｇｏｍｐｅｒｔｚ

模型能更好地适应实际情况的变化，适用范围更广，

且预测精度更高，具有一定的推广应用价值。但目

前国内外关于填埋场的现场观测资料极其缺乏，因

而对于非线性荷载情况下垃圾土沉降预测，还需通

过加强填埋场的现场观测来进行更多的研究。
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