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摘　要：针对梁端带铰的平面梁元几何非线性分析研究较少的情况，通过局部坐标系（随转坐标系）

下的即时单元刚度矩阵，再基于结构坐标系与局部坐标系下杆端力及节点位移的总量关系及微分

获得的增量关系，获得平面梁单元在大位移、小应变条件下的几何非线性单元切线刚度矩阵。研究

结果表明：将局部坐标系下的刚度矩阵建立在即时构形的参数上，更能反映状态变量的变化，在此

基础上根据带铰梁端弯矩为０的受力特征，导出了能考虑梁端带铰的单元切线刚度矩阵表达式；通

过对带铰的算例进行几何非线性分析，验证了所提出的表达式具有较强的实用价值。
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０　引　言

在桥梁及其他工程结构中，杆件之间的连接大

都是刚性连接，但也有基于构造或受力的需要做成

铰接，如跨中带铰的Ｔ构梁桥、有铰拱桥等，在结构

线性分析中，该问题得到了较好处理［１］；在几何非线

性分析中，尽管对平面梁元的研究成果非常多［２５］，

但对于带铰平面梁元的几何非线性分析切线刚度矩

阵，目前尚未见到公开发表的相关研究文献。文献

［６］采用主从自由度的方式来考虑梁端带铰，进行了

结构大转角分析，但推导过程比较复杂，很难为工程

技术人员理解和应用；在大型通用程序ＡＮＳＹＳ中，

采用梁端自由度释放或耦合自由度的方式来考虑梁

端带铰的问题［７］。为此，本文在文献［４］的基础上，

基于局部坐标系下应变和位移的线性关系，通过虚

功原理导出该坐标系下单元杆端力与节点位移的关

系，由结构坐标系与局部坐标系下杆端力及节点位

移的总量关系及微分得到增量关系，从而获得平面

梁单元在大位移、小应变条件下的几何非线性单元

切线刚度矩阵，在此基础上根据带铰梁端弯矩为０

的特征，导出了能考虑梁端带铰的单元切线刚度矩

阵表达式。

１　平面梁单元切线刚度矩阵

不同时刻平面梁单元如图１所示。图１（ａ）中给

出在结构坐标系犗犡犢中初始时刻的平面梁单元，计

算时刻狋的位置与形状如图１（ｂ）所示；设单元的局

部坐标系为犗狓狔，该坐标系是随单元变形而转动的，

它始终以节点犻为原点，以节点犻到犼的连线方向为

狓轴，由狓轴逆时钟旋转９０°为狔轴。

图１　 不同时刻平面梁单元

设初始时刻单元节点在结构坐标系里的坐标为

（狓犻，狔犻）和（狓犼，狔犼），在计算时刻狋结构坐标系中的位

移向量犱＝［狌犻　狏犻　θ犻　狌犼　狏犼　θ犼］
Ｔ，在局部坐标系

中的位移向量犱′＝ ［狌犻′　狏犻′　θ犻′　狌犼′　狏犼′　θ犼′］
Ｔ。

其中：狌犻、狏犻、θ犻分别为节点犻在结构坐标系犗犡犢中的

水平位移、竖向位移及转角位移；狌犼、狏犼、θ犼 分别为节

点犼在结构坐标系犗犡犢中的水平位移、竖向位移及

转角位移；狌犻′、狏犻′、θ犻′、狌犼′、狏犼′、θ犼′分别为节点犻和犼

在局部坐标系（随转坐标系）犗狓狔中的水平位移、竖

向位移及转角位移。

对比图１（ａ）、图１（ｂ）可知
［８］

狋狓 ＝
０狓＋狌犼－狌犻，

狋
狔＝

０
狔＋狏犼－狏犻

狋
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狔
狋（ ） 烍

烌

烎狓

（１）

式中：０狓、０狔及
狋狓、狋狔分别为初始时刻和计算狋时刻

单元在结构坐标系犗犡犢 中水平及竖直方向的投影

长度；狋α 为计算狋 时刻单元与结构坐标系 犡 轴

的夹角。

平面梁单元在局部坐标系中的节点位移为

狌犻′＝狏犻′＝狏犼′＝０，狌犼′＝
狋犾－

０犾
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烍
烌

烎
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式中：０犾为初始时刻梁单元长度；狋犾为计算狋时刻梁

单元长度，其具体计算公式为

０犾＝ （狓犼－狓犻）
２
＋（狔犼－狔犻）槡

２

狋犾＝ （狓犼－狓犻＋狌犼－狌犻）
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烍
烌

烎
２

（３）

文献［９］指出工程上的几何非线性问题大都属

于大位移小应变问题，基于局部坐标系相对于结构

坐标系能将刚体平移和转动消除，因此可假定在局

部坐标系内计算任意一点的拉压应变ε犪 和弯曲应

变ε犫 时仍只需取线性项，即

ε＝
ε犪

ε［ ］犫 ＝
ｄ狌′
ｄ狓

－狕
ｄ２狏′

ｄ狓

熿

燀

燄

燅
２

（４）

式中：狕为应变计算点到中性轴的距离；狌′、狏′分别为

单元犻、犼内任意一点在局部坐标系犗狓狔下的水平和

竖向位移

由文献［８］可知，单元轴向位移狌′和挠度狏′可

设为

狌′＝犪０＋犪１狓

狏′＝犫０＋犫１狓＋犫２狓
２
＋犫３狓

烍
烌

烎
３

（５）

式中：犪０、犪１、犫１、犫２、犫３ 均为待定常数，联立式（２）与

式（５）可求出。

再将式（５）代入式（４）可得

ε＝犅犱′ （６）

式中：应变矩阵犅为

犅＝

－
１
狋犾
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１
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设 局 部 坐 标 系 的 杆 端 力 向 量 为 犳′ ＝

［犳
狓
犻　犳

狔
犻　犿犻　犳

狓
犼　犳

狔
犼　犿犼］

Ｔ，其中括号内变量分

别为犻端和犼端在局部坐标系下沿狓、狔轴的力及绕狕

轴的弯矩，由虚功原理可导出在局部坐标系内杆端

力向量犳′与位移向量犱′的关系为

犳′＝犽′犱′ （７）

式中：犽′为单元犻、犼计算狋时刻在局部坐标系内的单

元刚度矩阵，即
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式中：犈犃、犈犐分别为单元的抗压刚度和抗弯刚度。

由于狌犻′、狏犻′、狏犼′恒为０，对式（２）的后３项狌犻′、

θ犻′、θ犼′微分，得到局部坐标系下的位移微分δ犱′＝

［δ狌犻′　δ狏犻′　δθ犻′　δ狌犼′　δ狏犼′　δθ犼′］
Ｔ，用结构坐标

系下的位移微分δ犱＝ ［δ狌犻　δ狏犻　δθ犻　δ狌犼　δ狏犼

δθ犼］
Ｔ 表达的形式为

δ犱′＝犜δ犱 （８）

其中
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式中：狊＝ｓｉｎ（
狋
α）；犮＝ｃｏｓ（

狋
α）；犜为位移转换矩阵。

设平面梁单元在结构坐标系的节点力向量为

犉＝［犉
犡
犻　犉

犢
犻　犕犻　犉

犡
犼　犉

犢
犼　犕犼］

Ｔ，其中括号内

变量分别为结构坐标系下的力和弯矩，由静力学关

系可导出

犉＝狋
Ｔ
犳′ （９）

其中
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狋
α）　 ０

　　０　　　０　　　０　－ｓｉｎ（
狋
α）　ｃｏｓ（

狋
α）　０

　　０　　　０　　　０　　　０　　　　０　 　

熿

燀

燄

燅１

将式（９）两边微分可得

δ犉＝δ狋
Ｔ
犳′＋狋

Ｔ
δ犳′ （１０）

对于δ狋
Ｔ
犳′，将其展开为

δ狋
Ｔ
犳′＝

δ犮犳
狓
犻 －δ狊犳

狔
犻

δ狊犳
狓
犻 ＋δ犮犳

狔
犻

　　０

δ犮犳
狓
犼 －δ狊犳

狔
犼

δ狊犳
狓
犼 ＋δ犮犳

狔
犼

　　

烅

烄

烆 ０

（１１）

式中：δ犮＝－
狊
狋犾
犃δ犱；δ狊＝－

犮
狋犾
犃δ犱；犃＝ ［狊　－犮

０　－狊　犮　０］。

上述式中各变量的含义见前面相关部分，为统

一表达式，改写式（１１）为

δ狋
Ｔ
犳′＝犓ｎδ犱 （１２）

其中

犓ｎ＝

－
狊
狋犾
犳
狓
犻 ＋
犮
狋犾
犳
狔（ ）犻 犃

　
犮
狋犾
犳
狓
犻 －
狊
狋犾
犳
狔（ ）犻 犃

　　　　０

－
狊
狋犾
犳
狓
犼 ＋
犮
狋犾
犳
狔（ ）犼 犃

　
犮
狋犾
犳
狓
犼 －
狊
狋犾
犳
狔（ ）犼 犃

　　　　

熿

燀

燄

燅０

式中：犳
狓
犻、犳狔犻、犳

狓
犼、犳

狔
犼 的计算利用式（７）来进行。

为得到狋Ｔδ犳′用δ犱表达的形式，先对式（７）微分

有

δ犳′＝δ犽′犱′＋犽′δ犱′ （１３）

由式（２）与式（８）可知

δ
狋犾＝δ狌犼′＝犕δ犱 （１４）

式中：犕 ＝ ［－犮　－狊　０　犮　狊　０］。

对式（７）中的犽′ 微分，并联立式（１４），可将

δ犽′犱′写成

δ犽′犱′＝犽
１
犾δ犱 （１５）

且有
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犽１犾 ＝

　　
犈犃
狋犾２
狌犼′犕

－
６犈犐
狋犾３
（θ犻′＋θ犼′）犕

－
２犈犐
狋犾２
（２θ犻′＋θ犼′）犕

　　－
犈犃
狋犾２
狌犼′犕

　
６犈犐
狋犾３
（θ犻′＋θ犼′）犕

－
２犈犐
狋犾２
（θ犻′＋２θ犼′）

熿

燀

燄

燅
犕

联立式（８），可将式（１３）的犽′δ犱′写成

犽′δ犱′＝犽
２
犾δ犱 （１６）

且有

犽２犾 ＝犽′犜

联立式（１２）、式（１５）、式（１６），可将式（１０）改

写成

δ犉＝ ［犓ｎ＋狋
Ｔ（犽１犾 ＋犽

２
犾）］δ犱 （１７）

至此，可得到平面梁单元大位移小应变切线刚

度矩阵犓ｔ为

犓ｔ＝犓ｎ＋狋
Ｔ（犽１犾 ＋犽

２
犾） （１８）

由以上推导过程可知，相对于文献［４］，本文将

局部坐标系下的刚度矩阵建立在即时构形的参数

上，因而更能反映状态变量的变化。

２　 梁端带铰时的单元切线刚度矩阵

２．１　 一端带铰

假如铰在梁元的犻端，此时有犿犻 ＝０，由式（７）

的第３行并联立式（２）中的狌犻′＝狏犻′＝狏犼′＝０可得

θ犻′＝－
１

２
θ犼′ （１９）

再将式（１９）代入式（７）以消去θ犻′，可得到犻端

有铰的梁元刚度矩阵犽′为

犽′＝

　
犈犃
狋犾
　 　０　 ０　－

犈犃
狋犾
　　０　　 　０

　０　　
１２犈犐
狋犾３

　０　　０　 －
１２犈犐
狋犾３

　
３犈犐
狋犾２

　０　　
６犈犐
狋犾２

　０　　０　－
６犈犐
狋犾２
　　　０

－
犈犃
狋犾
　　０　　０　

犈犃
狋犾
　　　０　 　 ０

　０　－
１２犈犐
狋犾３

　０　　０　　
１２犈犐
狋犾３

　－
３犈犐
狋犾２

　０　　
６犈犐
狋犾２

　０　　０　－
６犈犐
狋犾２
　　

３犈犐
狋

熿

燀

燄

燅犾

（２０）

作与前面相同的推导，可得到犻端带铰时的平

面梁单元大位移小应变切线刚度矩阵犓狋的表达式，

其中犽１犾 的具体表达式为

犽１犾 ＝

　
犈犃
狋犾２
狌犼′犕

－
３犈犐
狋犾３
θ犼′犕

　　　０

－
犈犃
狋犾２
狌犼′犕

　
３犈犐
狋犾３
θ犼′犕

－
３犈犐
狋犾２
θ犼′

熿

燀

燄

燅
犕

（２１）

当铰在梁元的犼端时，同样可求出各矩阵的具

体表达式。

２．２　 两端均有铰

在梁元两端均有铰的情况下，梁元实际上成了

杆元，有

θ犻′＝θ犼′＝０ （２２）

两端有铰的梁元刚度矩阵犽′为

犽′＝

　
犈犃
狋犾
　　０　 ０　－

犈犃
狋犾
　　０　　０

　０　　
１２犈犐
狋犾３

　０　　０　－
１２犈犐
狋犾３

　０

　０　　
６犈犐
狋犾２

　０　　０　－
６犈犐
狋犾２

　 ０

－
犈犃
狋犾
　　０　　０　

犈犃
狋犾
　　　０　　０

　０　－
１２犈犐
狋犾３

　０　　０　　
１２犈犐
狋犾３

　 ０

　０　　
６犈犐
狋犾２

　０　　０　－
６犈犐
狋犾２

　

熿

燀

燄

燅
０

（２３）

将式（２２）代入式（１５）可得两端有铰的犽１犾 表达

式，进行与前面相同推导最终可得犓ｔ的表达式。

３　 算例分析

（１）图２（ａ）为铰接方棱形框架在对角点受一对

拉力２犘作用，框架每条边长为犔、抗弯刚度为犈犐、

框架受力角点垂直位移为狑、不受力角点水平位移

为狌、框架边与水平方向的夹角为θ０。根据荷载及结

构对称的特点，取１／２结构进行计算，见图２（ｂ）。每

条边均划分成１０个单元，其中对靠近铰的左右２个

相邻单元类型分别选用本文推导的带铰单元，所得

计算结果见图３，其中解析解见文献［１０］。

（２）图４为桁架结构，对其进行考虑几何非线性
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图２　 对角点受拉力作用时的铰接方棱形框架

图３　 铰接方棱形框架的荷载参数与位移曲线

的结构分析。其中：在荷载作用下，杆件材料一直处

在线弹性阶段工作，弹性模量犈＝２×１０
４ｋＮ／ｃｍ２，

杆件的横截面面积为犃＝４ｃｍ
２，犆点竖向挠度计

算结果如图５所示。

图４　 桁架结构

图５　犆点的荷载与竖向位移曲线

从文献［８］可知，在荷载犘＝２０ｋＮ时，犆点竖

向位移的解析解为４．５１８３ｃｍ，本文计算值为

４．５２２２ｃｍ。因此，２个实例的计算结果完全表明了

本文列式的正确性。

４　结　语

（１）基于结构坐标系和局部坐标系下的节点力

与位移的总量及增量关系，结合随转坐标系下的即

时单元刚度矩阵获得的结构坐标系下平面梁单元在

不带铰和带铰情况下的切线刚度矩阵，具有很高的

精度和效率。

（２）该方法易于理解，便于编程及实际工程中的

应用。

（３）该方法很容易推广到空间梁在不带铰和带

铰情况下考虑几何非线性的切线刚度矩阵的研究。
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