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弹性半空间地基上正交异性矩形中厚板的弯曲

王春玲１，２，王爱勤３，吴艳红１

（１．西安建筑科技大学 理学院，陕西 西安７１００５５；２．陕西循环经济工程技术院，

陕西 西安７１００５５；３．长安大学 理学院，陕西 西安７１００６４）

摘　要：为了分析弹性半空间地基上正交异性矩形中厚板的弯曲解析解，将３个广义位移变量描述

的弹性半空间地基上四边自由正交各向异性矩形中厚板的弯曲控制方程，与基于弹性半空间地基

受任意竖向荷载作用下的静力位移积分解建立的板与地基变形协调方程相结合，用三角级数法，得

出弹性半空间地基上四边自由正交异性矩形中厚板受任意竖向荷载作用下的弯曲解析解，即得出

了地基反力、板的挠度及板的内力的解析表达式。研究结果表明，该方法克服了数值法的弊端，取

消了 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型或双参数地基模型的假设，从而得到板的内力及地基反力更合理、更精确的

分布规律。
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０　引　言

弹性半空间地基上四边自由矩形中厚板的弯曲

问题，一直是学者研究的热点和难点问题。国内外

众多学者相继采用各种方法，如有限元法、有限元

边界元混合法、无单元法和Ｒｉｔｚ法，对弹性半空间

地基上四边自由矩形板的弯曲特性进行了研

究［１１０］。但是，针对弹性半空间地基上正交异性矩

形中厚板的弯曲解析解，却未见报道。为此，本文将

３个广义位移描述的弹性半空间地基上四边自由正

交各向异性矩形中厚板的弯曲控制方程，与基于弹

性半空间地基受任意竖向荷载作用下的静力位移积

分变换解建立的板和地基的变形协调方程相结合，用

三角级数法，得出弹性半空间地基上四边自由正交异

性矩形中厚板受任意竖向荷载作用的弯曲解析解。

１　控制微分方程及其边界条件

弹性半空间地基上长为犪、宽为犫的正交各向异

性矩形中厚板，受垂直于板面横向分布荷载狇（狓，狔）

作用，若地基反力为犉（狓，狔），取狓、狔坐标轴同板的

主方向平行，根据文献［１１］，可得控制微分方程为

犇１１

２
Φ狓

狓
２ ＋犇６６


２
Φ狓

狔
２ ＋（犇１２＋犇６６）


２
Φ狔

狓狔
＋

　　犆１１
狑

狓
－犆１１Φ狓 ＝０ （１）

犇２２

２
Φ狔
狔

２ ＋犇６６

２
Φ狔
狓

２ ＋（犇１２＋犇６６）

２
Φ狓

狓狔
＋

　　犆２２
狑

狔
－犆２２Φ狔 ＝０ （２）

犆１１

２狑

狓
２ ＋犆２２


２狑

狔
２ －犆１１

Φ狓

狓
－

　　犆２２
Φ狔
狔
＋狇－犉＝０ （３）

式中：Φ狓、Φ狔 分别为变形前垂直中面的直线段在狓狕

平面内和狔狕平面内的转角；狑为挠度；犇犻犼 为弯曲刚

度矩阵；犆犻犼 为剪切刚度矩阵；犈１、犈２ 为弹性模量；

犌１２，犌１３，犌２３为剪切模量；狏１、狏２为泊松比；犺为板厚。

有如下关系式

犇１１ ＝
犈１犺

３

１２（１－狏１狏２）
，犇２２ ＝

犈２犺
３

１２（１－狏１狏２）
，

犇１２ ＝
狏２犈１犺

３

１２（１－狏１狏２）
，犇６６ ＝犌１２犺

３／１２，

犆１１ ＝犺犌２３，犆２２ ＝犺犌１３

板的弯矩（犕狓，犕狔）、扭矩（犕狓狔）、剪力（犙狓，犙狔）

可表示为

犕狓 ＝－犇１１
Φ狓

狓
－犇１２

Φ狔
狔
，

犕狔 ＝－犇１２
Φ狓

狓
－犇２２

Φ狔
狔
，

犕狓狔 ＝－犇６６
Φ狓

狔
＋
Φ狔
（ ）狓 ，

犙狓 ＝犆１１
狑

狓
－Φ（ ）狓 ，犙狔 ＝犆２２ 

狑

狔
－Φ（ ）狔

四边自由的矩形中厚板边界条件为

当狓＝０或犪时，犕狓 ＝０，犕狓狔 ＝０，犙狓 ＝０

当狔＝０或犫时，犕狔 ＝０，犕狓狔 ＝０，犙狔 ＝０

２　 问题解析解的推求

采用文献［１１］中的方法，其解统一取为

狑＝∑
犿
∑
狀

狑犿狀ｃｏｓ（α犿狓）ｃｏｓ（β狀狔）

Φ狓 ＝∑
犿
∑
狀
φ犿狀ｓｉｎ（α犿狓）ｃｏｓ（β狀狔）

Φ狔 ＝∑
犿
∑
狀
ψ犿狀ｃｏｓ（α犿狓）ｓｉｎ（β狀狔）

狇＝∑
犿
∑
狀

狇犿狀ｃｏｓ（α犿狓）ｃｏｓ（β狀狔）

犉＝∑
犿
∑
狀

犙犿狀ｃｏｓ（α犿狓）ｃｏｓ（β狀狔）

α犿 ＝犿π／犪，β狀 ＝狀π／犫

其中，狑犿狀、φ犿狀、ψ犿狀、狇犿狀、犙犿狀 均为相应量的傅立叶系

数，狇犿狀 已知，其余均未知。

双轴对称解取犿、狀＝０，２，４，…；双轴反对称解

取犿、狀＝１，３，５，…；对称反对称解取犿 ＝０，２，４，

…，狀＝１，３，５，…；反对称对称解取犿＝１，３，５，…，

狀＝０，２，４，…。

为满足边界条件犙狓狘狓＝０ ＝０，犙狔狘狔＝０ ＝０，

犕狓狔狘狓＝０ ＝０，犕狓狔狘狔＝０ ＝０，又可在边界上连续微

分，如文献［１１］一样，可令

狑（０，狔）

狓
＝－

犪
４∑狀

犪狀ｃｏｓ（β狀狔）

狑（狓，０）

狔
＝－

犫
４∑犿

犫犿ｃｏｓ（犪犿狓）

Φ狓（０，狔）＝－
犪
４∑狀

犪狀ｃｏｓ（β狀狔）

Φ狔（狓，０）＝－
犫
４∑犿

犫犿ｃｏｓ（犪犿狓）

Φ狓（狓，０）

狔
＝－

犫
４∑犿

犫犿α犿ｓｉｎ（α犿狓）

Φ狔（０，狔）

狓
＝－

犪
４∑犿

犪狀β狀ｓｉｎ（β狀狔）

其中，犪狀、犫犿 为待定系数。

利用傅立叶级数理论，可得Φ狓、Φ狔、狑的各阶偏

导数表达式，并代入弯矩（犕狓，犕狔）、扭矩（犕狓狔）及剪

力（犙狓，犙狔）表达式，并考虑剩下的２个边界条件犕狓

狘狓＝０ ＝０，犕狔狘狔＝０ ＝０，可得
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∑
犿

（犇１１ε犿犪狀＋犇１２ε狀犫犿 ＋犇１１α犿φ犿狀 ＋

　　犇１２β狀ψ犿狀）＝０ （４）

∑
狀

（犇１２ε犿犪狀＋犇２２ε狀犫犿 ＋犇１２α犿φ犿狀 ＋

　　犇２２β狀ψ犿狀）＝０ （５）

将Φ狓、Φ狔、狑、狇、犉的表达式及各阶偏导数代入

微分控制方程式（１）～ 式（３），可得

犇１１ε犿α犿犪狀＋（犇１２ε狀α犿 ＋犇６６ε狀α犿 －犇６６ε狀）犫犿＋

（犇１１α
２
犿 ＋犇６６β

２
狀－犆１１）φ犿狀 ＋（犇１２＋犇６６）·

α犿β狀ψ犿狀 ＋犆１１α犿狑犿狀 ＝０ （６）

犇１２ε犿β狀＋（犇６６ε犿β狀－犇６６ε犿）犪狀＋犇２２ε狀β狀犫犿 ＋

（犇１２＋犇６６）α犿β狀φ犿狀 ＋（犇２２β
２
狀＋犇６６α

２
犿 －

犆２２）ψ犿狀 ＋犆２２β狀狑犿狀 ＝０ （７）

犆１１α犿φ犿狀 ＋犆２２β狀ψ犿狀 ＋（犆１１α
２
犿 ＋犆２２β

２
狀）狑犿狀＋

犙犿狀 ＝狇犿狀 （８）

据文献［９］，弹性半空间地基表面位移狑狘狕＝０可

展成双重余弦级数，计算式为

狑狘狕＝０ ＝∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝０

λ犿狀狑狕犿狀ｃｏｓ
犿π狓（ ）犪

ｃｏｓ
狀π狔（ ）犫

其中，λ犿狀 见文献［９］。

狑狕犿狀 ＝
１

２π
２犪犫

（λ＋２μ）
（λ＋μ）μ∑

∞

狆＝０
∑
∞

狇＝０

犙狆狇η狆狇犿狀

其中，λ、μ为地基常数，见文献［９］。

　　η狆狇犿狀 ＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞

［（－１）狆ｅ
犻ξ犪 －１］［（－１）狇ｅ

犻η犫－１］［（－１）
犿ｅ－犻ξ犪 －１］［（－１）

狀ｅ－犻η犫－１］

狇１ξ
２

η
２ １－

犿π
犪（ ）ξ［ ］

２

１－
狀π
犫（ ）η［ ］

２

１－
狆π
犪（ ）ξ［ ］

２

１－
狇π
犫（ ）η［ ］

２ ｄξｄη

　　 由矩形板的挠度与弹性地基表面竖向位移相

等，可得变形协调方程为

狑犿狀－
１

２π
２犪犫

（λ＋２μ）
（λ＋μ）μ∑

∞

狆＝０
∑
∞

狇＝０

犙狆狇η狆狇犿狀λ犿狀 ＝０ （９）

由式（４）～式（９）这６组方程，可联立求解各待

定系数犪狀、犫犿、φ犿狀、ψ犿狀、狑犿狀、犙犿狀。各系数求得后，不

难得出板的挠度、地基反力和板的内力。

３　 数值算例

算例１：考虑一支承在弹性半空间上、边长

犪＝４ｍ、厚度犺＝０．２ｍ的弹性方薄板的弯曲；假

设板与地基之间为光滑接触；地基泊松比为０．４，弹

性模量为３４３ＭＰａ；板的泊松比为０．１６７，弹性模量

为３４３００ＭＰａ；板上均布荷载狇＝０．９８×１０
６Ｐａ；采

用本文方法（计算犿、狀取到２０），计算结果见表１。

表１　 板中心挠度和弯矩值

本文结果 文献［９］结果 样条有限元［３］

狑ｍａｘ／ｍ 犕狓／ｋＮ 狑ｍａｘ／ｍ 犕狓／ｋＮ 狑ｍａｘ／ｍ 犕狓／ｋＮ

０．０１０７ ３３．１６８ ０．０１０７ ３５．５５８ ０．０１０６２ ３５．５１２

　　 图１、图２分别是本文方法所得的挠度分布和

地基反力与荷载比分布，与文献［３，９］的计算结果

吻合良好。

算例２：考虑一支承在弹性半空间地基上、边长

犪＝４ｍ、厚度犺＝０．２ｍ的四边自由正交各向异性

弹性方薄板的弯曲；假设板与地基之间为光滑接触；

地基泊松比为０．４，弹性模量为犈ｓ＝３４３ＭＰａ；板的

狓、狔轴泊松比分别为狏狓 ＝０．３、狏狔 ＝０．１，拉压弹性

模量 犈狓 ＝３４３００ ＭＰａ，剪切弹性模量均取为

２．４犇１１／犺
３，犇狓狔 ＝０．２犇狓；板上中心区域（边长为

０．１ａ的方形区域）作用合力为犘的均布荷载，其中

图１　 地基板的挠度狑的分布

图２　 地基反力与荷载比的分布

犘＝１０００ｋＮ。

计算犿、狀，也取到２０，剪切弹性模量取相同值，

所得结果如下页图３和图４所示。该结果与文献

［１０］结果吻合。

通过以上计算分析，说明本文理论推导是正确

无误的，分析方法也是有效的。

４　结　语

（１）应用三角级数法，得出弹性半空间地基上四
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图３　 地基板的挠度狑

图４　 弯矩犕狓

边自由正交异性矩形中厚板受任意竖向荷载作用的

弯曲解析解，包括板的挠度、内力及板与地基之间的

接触反力；这不仅克服了数值法的一些弊端，同时取

消了 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型或双参数地基模型的假设，

从而得到板的内力及板与地基之间接触反力更合

理、更精确的分布规律。

（２）由于η狆狇犿狀除了与狆、狇、犿、狀有关外，还与板

的几何尺寸犪、犫有关，而与地基土及板的物理参数

无关；因此，对一定尺寸（犪，犫）的板（其实，是对一定

的长、宽比），求出的η狆狇犿狀能用于一切弹性半空间地

基上的等长宽比任意（边界条件任意、薄厚任意、性

质任意）矩形板的弯曲分析；这样，就可使得弹性半

空间地基上矩形中厚板这一复杂的接触问题的求解

统一化、简单化和规律化。
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