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液膜喷射色散关系式的非线性稳定性推导
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摘　要：根据液体、气体的非线性纳维斯托克斯控制方程、附加控制方程和边界条件方程，推导出

了液膜两侧表面波各种相位角下的不稳定雾化模型喷射表面波量纲一色散准则关系式。结果表

明：色散关系式与准则（液体韦伯数、欧拉数、气液体雷诺数和气体马赫数）有关，而气液体表面波的

圆频率和气相扰动振幅的差别取决于雷诺数；在此基础上，能够进一步研究喷射表面波的波形、碎

裂条件、碎裂点的最不稳定频率，以及射流稳定性随准则的变化关系。
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０　引　言

人们对非线性稳定性理论本身的解释至今仍存

在差异，共有３种基本方案：一是应用扰动扩展技术

（ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｅｘｐａｎｓｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅ）建立射流表面

波扰动振幅解的１～３阶模型，采用的控制方程只有

线性质量守恒方程，但对射流表面波振幅的解则是

非线性的，由于仅考虑质量守恒，因此射流流动是无



旋的；二是应用涡旋离散方法（ｖｏｒｔｅｘｄｉｓｃｒｅｔｉｓａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄ）建立射流表面波质点位移随时间变化的模

型，射流流动是有旋的；三是建立非线性的质量、动

量和能量守恒方程，在守恒方程中，质量守恒方程是

线性的，但动量守恒和能量守恒方程则保留了对流

项前的扰动速度非线性项，因而是非线性的控制方

程，但扰动振幅解却是１阶线性的。根据控制方程

的简化程度不同，射流流动可以是有旋的，也可以是

无旋的。Ｊａｚａｙｅｒｉ等将非线性稳定性模型推导到了

３阶，发现射流碎裂长度会随着初始扰动振幅和气

液密度比的增大而减小［１２］；Ｒａｎｇｅｌ等应用涡旋离

散方法，研究了液膜表面波的非线性稳定性和射流

碎裂过程，以射流表面的质点为研究对象，质点由离

散化的微涡旋从某一速度层面被带到另一速度层

面，而微涡旋并不是圆的，会随时间变化而被“拉伸”

或“压缩”，从而造成质点在随基流向前运动的同时，

还产生随时间的增长而上下波动的位移，于是形成

了表面波，其控制方程为比奥萨瓦尔定律（ＢｉｏｔＳａ

ｖａｒｔｌａｗ）
［３４］；Ｔｈａｒａｋａｎ等建立了无粘性平面液膜

射流的非线性欧拉（Ｅｕｌｅｒ）守恒控制方程
［５］，开创了

应用非线性守恒控制方程研究液膜表面波稳定性和

射流碎裂过程的先河。在Ｔｈａｒａｋａｎ等人的控制方

程中，质量守恒方程仍是线性的，但动量守恒方程则

是非线性的，而且还加入了非线性的能量守恒方程。

本文应用粘性非线性纳维斯托克斯（ＮＳ）守恒控制

方程，对液膜表面波的稳定性和射流碎裂过程进行

了研究。在控制方程中，质量守恒方程是线性的，但

动量守恒方程则是非线性的，保留了对流项前扰动

速度的非线性项。ＮＳ方程本身是非线性的，扰动

速度狌与基流速度犝 相比，不能忽略不计，因此更

接近于液膜碎裂的实际情况。ＮＳ控制方程没有限

制流动状态是层流还是湍流，因而它对层流和湍流

同样成立，因此适用于对层流区、过渡区和湍流程度

较低的湍流的研究。从 ＮＳ方程最原始的一般形

式开始，逐步推导出了有量纲非线性 ＮＳ方程、量

纲一非线性准则方程，经液相推导、气相推导和边界

条件的引入，得到了液膜喷射进入两侧气流流速不

等和静止空气环境中的量纲一色散准则关系式

（ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｒｅｌａｔｉｏｎｓ）。在此基础上，本文进一步研

究喷射表面波的波形、碎裂条件和碎裂点的最不稳

定频率，以及射流稳定性随液体韦伯数（ｌｉｑｕｉｄＷｅ

ｂｅｒｎｕｍｂｅｒ）、欧拉数（Ｅｕｌｅｒｎｕｍｂｅｒ）、气液体雷诺

数（ｇａｓＲｅｙｎｏｌｄｓｎｕｍｂｅｒ）、气体马赫数（ｇａｓＭａｃｈ

ｎｕｍｂｅｒ）和液膜厚度的变化规律。篇幅所限，文中

参数多为已经转化过的量纲一参数。

１　模型的建立

一个厚度为２的二维粘性液膜在喷射压力犘ｌ

的推动下，以液体基流（ｂａｓｅｄｆｌｏｗ）速度犝ｌ喷射进

入气体环境，液膜两侧设置不同基流速度的空气助

力，如图１所示。液膜密度为珋ρｌ，液膜运动学粘度为

珋υｌ，液膜表面张力为珋σｌ（其中：上标“－”表示有量纲参

数）。环境气体的背压为犘ｇ犼，液膜两侧助力空气的密

度为ρｇ犼，流速为犝ｇ犼（犼＝１，表示液膜（或气体）的一

侧；犼＝２表示另一侧，其他以此类推）。气液基流流

速比为犝犼，气液基流流速差为犝ｄ犼，气液压力比为

犘犼（犘犼 ＝犘ｇ犼／犘ｌ）。由于弗劳德数（Ｆｒｏｕｄｅｎｕｍｂｅｒ）

很大，所以液膜的重力忽略不计。狓向为液膜喷射方

向，狔向垂直于液膜喷射方向，即液膜厚度方向，θ为

液膜两侧表面波的相位角，狋为时间。假设犘犽 ＝

犘犽（狓，狔，狋）、狌犽 ＝狌犽（狓，狔，狋）分别为扰流（ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ

ｆｌｏｗ）的压力和速度向量（犽为ｌ表示液体，犽为ｇ表

示气体），则基流与扰流合流的总压力为犘ｌｔｏｔ＝１＋

犘ｌ；狓向、狔向总流速分别为狌犽ｔｏｔ狓 ＝１＋狌犽、狏犽ｔｏｔ狔 ＝

狏犽。其中：狌犽 为狓向扰动速度；狏犽 为狔向扰动速度。

图１　 平面液膜表面波

２　 控制方程和边界条件

ＮＳ连续性控制方程的一般形式为

ｄ珋ρ犽
ｄ狋
＋珋ρ犽ｄｉｖ（珔狌犽ｔｏｔ）＝０ （１）

ＮＳ动量控制方程的一般形式为

珋ρ犽
珔狌犽ｔｏｔ
ｄ珋狋
＝珋ρ犽
珚犉犽－珚犘ｌｔｏｔ＋珔μ犽Δ珔狌犽ｔｏｔ （２）

式中：ｄｉｖ（　）为散度计算符号；珋ρ犽 为密度；珔狌犽ｔｏｔ为总

流速向量； 为哈密顿算子；Δ为拉普拉斯算子；珚犉犽

为重力；珔μ犽 为动力学粘度。

２．１　 液相犖犛控制方程

对ＮＳ方程的一般形式进行量纲一推导，得到

不可压缩液相量纲一ＮＳ准则控制方程，该方程为
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涡量珚ωｌ＝ ×珔狌ｌ的有旋方程。

连续性方程

狌ｌ

狓
＋
狏ｌ

狔
＝０ （３）

狓动量守恒方程

狌ｌ

狋
＋（１＋狌ｌ）

狌ｌ

狓
＋狏ｌ

狌ｌ

狔
＝

－犈狌ｌ
犘ｌ

狓
＋
１

犚犲ｌ


２狌ｌ

狓
２ ＋

２狌ｌ

狔（ ）２ （４）

狔动量守恒方程

狏ｌ

狋
＋（１＋狌ｌ）

狏ｌ

狓
＋狏ｌ

狏ｌ

狔
＝

－犈狌ｌ
犘ｌ

狔
＋
１

犚犲ｌ


２狏ｌ

狓
２ ＋

２狏ｌ

狔（ ）２ （５）

式中：犈狌ｌ＝珚犘ｌ／（珋ρｌ珡犝
２
ｌ）为液流欧拉数；犚犲ｌ＝珔犪珡犝ｌ／珔狏ｌ

为液流雷诺数；珔犪为液膜的半厚度（ｍ）；狌ｌ、狏ｌ分别为

狓向、狔向扰动速度。

在动量守恒方程式（４）、式（５）中，由于液体狓向

扰动速度狌ｌ是变量，因此ＮＳ动量守恒方程为非线

性方程。

２．２　 气相犖犛控制方程

对ＮＳ方程的一般形式进行量纲一化推导，得

到马赫数小于０．３的不可压缩气相量纲一ＮＳ准则

控制方程。

连续性方程

狌ｇ犼
狓
＋
狏ｇ犼
狔

＝０ （６）

狓动量守恒方程

１

犝犼

狌ｇ犼
狋
＋（１＋狌ｇ犼）

狌ｇ犼
狓
＋狏ｇ犼

狌ｇ犼
狔

＝

－
１

γ犕犪
２
ｇ犼

犘ｇ犼
狓

＋
１

犚犲ｇ犼


２狌ｇ犼
狓

２ ＋

２狌ｇ犼
狔（ ）２

（７）

狔动量守恒方程

１

犝犼

狏ｇ犼
狋
＋（１＋狌ｇ犼）

狏ｇ犼
狓
＋狏ｇ犼

狏ｇ犼
狔

＝

－
１

γ犕犪
２
ｇ犼

犘ｇ犼
狔

＋
１

犚犲ｇ犼


２狏ｇ犼
狓

２ ＋

２狏ｇ犼
狔（ ）２

（８）

式中：γ为绝热指数；犕犪ｇ犼 ＝珡犝ｇ犼／珚犆为气流马赫数；

犚犲ｇ犼＝珔犪珡犝ｇ犼／珔狏ｇ犼为气流雷诺数；狌ｇ犼、狏ｇ犼分别为气体狓

向、狔向扰动速度；珡犝ｇ犼为气体基流速度。

２．３　 附加控制方程

对于已经脱离喷嘴壁面约束、各向同性的牛顿

流体，有流体附加控制方程［６］为

狌犽

狔
＋
狏犽

狓
＝０ （９）

２．４　 边界条件

ＮＳ方程的解必须满足动力学边界条件、运动

学边界条件和附加控制方程条件的限制。对于非线

性稳定性分析，运动学边界条件为

狏犽 ＝
ξ犽犼
狋
＋狌犽ｔｏｔ

ξ犽犼
狓

（１０）

式中：ξ犽犼 为液膜上、下气液交界面表面波的振幅，它

的１阶形式表示为

ξ犽１ ＝ξ０ｅｘｐ（ω犽狋＋ｉ狇狓）　　 液膜一侧 （１１）

ξ犽２ ＝ξ０ｅｘｐ（ω犽狋＋ｉ狇狓＋犽θ）液膜另一侧 （１２）

式中：ξ０ 为液膜表面波的初始振幅；ω犽 为圆频率；

ｉ＝ －槡 １；狇为波数。

动力学边界条件为

犘ｌ－犘犼犘ｇ犼－（－１）
犼 珋σｌ

珔犪珚犘ｌ
ξ犼，狓狓

（１＋ξ
２
犼，狓）

３／２ ＝０

（１３）

式中：ξ犼，狓 ＝
ξ犼
狓
；ξ犼，狓狓 ＝


２

ξ犼
狓

２
；ξ犼 为液膜两侧的扰动

振幅。

３　 控制方程的解

由于液相和气相均为不可压缩流体，故可以引

入扰动速度的流函数ψ犽

狌犽 ＝
ψ犽

狔
，　狏犽 ＝－

ψ犽

狓
（１４）

式中：ψ犽（狓，狔，狋）＝ψ犽（狔）ｅｘｐ（ω犽狋＋ｉ狇狓） （１５）

应用流函数，能够分别对液相和气相非线性

ＮＳ控制方程求解。

３．１　 液相犖犛控制方程的解

将流函数方程式（１４）、式（１５）代入液相ＮＳ控

制方程式（３）～ 式（５），建立液相流函数控制方程



狋

ψｌ

（ ）狔 ＋


狓

ψｌ

（ ）狔 ＋
ψｌ

狔


２

ψｌ

狓狔
－
ψｌ

狓

２

ψｌ

狔
２ ＝

－犈狌ｌ
狆ｌ

狓
＋
１

犚犲ｌ


２

狓
２

ψｌ

（ ）狔 ＋

２

狔
２

ψｌ

（ ）［ ］狔
（１６）



狋

ψｌ

（ ）狓 ＋


狓

ψｌ

（ ）狓 ＋
ψｌ

狔


２

ψｌ

狓
２ －
ψｌ

狓

２

ψｌ

狓狔
＝

犈狌ｌ
狆ｌ

狔
＋
１

犚犲ｌ


２

狓
２

ψｌ

（ ）狓 ＋

２

狔
２

ψｌ

（ ）［ ］狓
（１７）

利用式（１６）对狔求偏导，加上式（１７）对狓求偏

导，可得



狋


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＋ 狓

２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＋
ψｌ

狔



狓


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ －ψｌ狓


狔


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＝
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１

犚犲ｌ


２

狓
２


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＋ 
２

狔
２


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）［ ］２
（１８）

将附加条件式（１４）代入式（１８）中的非线性项，得

　
ψｌ

狔



狓


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ －ψｌ狓


狔


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＝０

（１９）

虽然狓动量方程的非线性项和狔动量方程的

非线性项均不为０，但当狓动量方程和狔动量方程

联立求解时，可以通过对两动量方程求偏导再相加

的方法，使两动量方程的非线性项相互抵消、约掉，

从而使融合后的动量方程线性化。线性化后的式

（１８）变为



狋


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＋ 狓

２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＝

１

犚犲ｌ


２

狓
２


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）２ ＋ 
２

狔
２


２

ψｌ

狓
２ ＋

２

ψｌ

狔（ ）［ ］２

（２０）

定义 狊２ｌ犼 ＝
１

３
狇
２
＋
２

３
犚犲ｌ（ωｌ＋ｉ狇） （２１）

则式（２０）变成

ｄ２ψｌ（狔）

ｄ狔
２ －狊

２
ｌ犼ψ（狔）＝０ （２２）

解式（２２），得其通解为

ψｌ（狔）＝犮１ｅｘｐ（狊ｌ１狔）＋犮２ｅｘｐ（－狊ｌ２狔） （２３）

式中：犮１、犮２ 均为积分常数。

将此通解代入ＮＳ控制方程和附加控制方程，

方程平衡，验证了通解的正确性。将运动学边界条件

式（１０）代入式（２３），求得式（２３）的积分常数为

犮１ ＝犃ｌ
犆ｌｅ

ｉθ
－犈ｌ

犅ｌ犈ｌ－犆ｌ犇ｌ
（２４）

犮２ ＝犃ｌ
犅ｌｅ

ｉθ
－犇ｌ

犅ｌ犈ｌ－犆ｌ犇ｌ
（２５）

式中：　犃ｌ＝ξ０
ωｌ＋ｉ狇
ｉ狇

；

犅ｌ＝ ［ｉ狇ξｌ１＋１］ｅｘｐ（ｉ狇＋ｉ狇ξｌ１）；

犆ｌ＝ ［ｉ狇ξｌ１－１］ｅｘｐ（－ｉ狇－ｉ狇ξｌ１）；

犇ｌ＝ ［ｉ狇ξｌ２＋１］ｅｘｐ（－ｉ狇＋ｉ狇ξｌ２）；

犈ｌ＝ ［ｉ狇ξｌ２－１］ｅｘｐ（ｉ狇－ｉ狇ξｌ２）。

从而得到式（２３）的特解。液相表面波的扰动振幅、狓

向和狔向扰动速度、扰动压力可分别表示为

ξｌ１ ＝ξ０ｅｘｐ －
２狇

２

犚犲ｌ（ ）狋 （２６）

ξｌ２ ＝ξ０ｅｘｐ －
２狇

２

犚犲ｌ
狋＋ｉ（ ）θ （２７）

狌ｌ＝
ｉ狇犃ｌ

犅ｌ犈ｌ－犆ｌ犇ｌ
［（犆ｌｅ

ｉθ
－犈ｌ）ｅ

ｉ狇狔 －

（犅ｌｅ
ｉθ
－犇ｌ）ｅ

－ｉ狇狔］ｅｘｐ －
２狇

２

犚犲ｌ（ ）狋 （２８）

狏ｌ＝
ｉ狇犃ｌ

犅ｌ犈ｌ－犆ｌ犇ｌ
［（犆ｌｅ

ｉθ
－犈ｌ）ｅ

ｉ狇狔 ＋

（犅ｌｅ
ｉθ
－犇ｌ）ｅ

－ｉ狇狔］ｅｘｐ －
２狇

２

犚犲ｌ（ ）狋 （２９）

犘ｌ＝－
２狇

２

犈狌ｌ
犮１犮２ｅｘｐ －

４狇
２

犚犲ｌ（ ）狋＋狆ｌ０ （３０）

式中：狆ｌ０ 为液相扰动压力积分常数。

３．２　 气相犖犛控制方程的解

经过与解液相ＮＳ方程相似的推导过程，可以

得到气相二阶常系数常微分线性齐次方程的通解为

ψｇ犼（狔）＝犮３ｅｘｐ（狊ｇ犼狔）＋犮４ｅｘｐ（－狊ｇ犼狔） （３１）

定义 　狊
２
ｇ犼 ＝

１

３
狇
２
＋
２

３
犚犲ｇ（狑ｇ＋ｉ狇）

求得式（３１）的积分常数为

犮３ ＝
犃ｇ２犆ｇｅ

ｉθ
－犃ｇ１犈ｇ

犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ
（３２）

犮４ ＝
犃ｇ２犅ｇｅ

ｉθ
－犃ｇ１犇ｇ

犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ
（３３）

式中：　犃ｇ犼 ＝ξ０
ωｇ犼／犝犼＋ｉ狇

ｉ狇
；

犅ｇ＝ ［ｉ狇ξｇ１＋１］ｅｘｐ（ｉ狇＋ｉ狇ξｇ１）；

犆ｇ＝ ［ｉ狇ξｇ１－１］ｅｘｐ（－ｉ狇－ｉ狇ξｇ１）；

犇ｇ＝ ［ｉ狇ξｇ２＋１］ｅｘｐ（－ｉ狇＋ｉ狇ξｇ２）；

犈ｇ＝ ［ｉ狇ξｇ２－１］ｅｘｐ（ｉ狇－ｉ狇ξｇ２）。

从而得到式（３１）的特解。气相表面波的扰动振幅、狓

向和狔向扰动速度、扰动压力可分别表示为

ξｇ１ ＝ξ０ｅｘｐ －
２狇

２犝１
犚犲ｇ１

＋ｉ狇犝（ ）ｄ１［ ］狋 （３４）

ξｇ２ ＝ξ０ｅｘｐ －
２狇

２犝２
犚犲ｇ２

＋ｉ狇犝（ ）ｄ２狋＋ｉ［ ］θ （３５）

狌ｇ犼 ＝
ｉ狇

犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ
［（犃ｇ２犆ｇｅ

ｉθ
－犃ｇ１犈ｇ）ｅ

ｉ狇狔 －

（犃ｇ２犅ｇｅ
ｉθ
－犃ｇ１犇ｇ）ｅ

－ｉ狇狔］ｅｘｐ －
２狇

２犝犼
犚犲ｇ犼

＋ｉ狇犝ｄ（ ）犼［ ］狋
（３６）

狏ｇ犼 ＝－
ｉ狇

犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ
［（犃ｇ２犆ｇｅ

ｉθ
－犃ｇ１犈ｇ）ｅ

ｉ狇狔 ＋

（犃ｇ２犅ｇｅ
ｉθ
－犃ｇ１犇ｇ）ｅ

－ｉ狇狔］ｅｘｐ －
２狇

２犝犼
犚犲ｇ犼

＋ｉ狇犝ｄ（ ）犼［ ］狋
（３７）

犘ｇ犼 ＝－２狇
２
γ犕犪

２
ｇ犼犮３犮４ｅｘｐ －

４狇
２犝犼
犚犲ｇ犼（［ ＋

２ｉ狇犝ｄ ）犼 ］狋＋狆ｇ０ （３８）

式中：狆ｇ０ 为气相扰动压力积分常数，由于气液交界
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面处的液相与气相压力平衡，因此扰动压力积分常

数狆ｌ０ ＝狆ｇ０。

４　 色散关系式

４．１　 空气助力环境中液膜的表面波（液膜两侧相

位角θ＝／０或θ＝／π）

将气相、液相ＮＳ控制方程的解代入动力学边

界条件式（１３），得到空气助力环境中液膜表面波的

量纲一色散准则关系式为

（犉＋犑）犔ξ１＋（犉＋犌）犐ξ２ ＝０ （３９）

或

ｅｉθ＝－
犔
犐
犉＋犑
犉＋犌

（４０）

式中：

犉＝４狇
２

ξ
２
ｌ

犠犲ｌ
犚犲２ｌ

（犆ｌｅ
ｉθ
－犈ｌ）（犅ｌｅ

ｉθ
－犇ｌ）

（犅ｌ犈ｌ－犆ｌ犇ｌ）
２

；

犌＝γ犘犈狌ｌ犠犲ｌ犕犪
２
ｇ１·

（犃ｇ２犆ｇｅ
ｉθ
－犃ｇ１犈ｇ）（犃ｇ２犅ｇｅ

ｉθ
－犃ｇ１犇ｇ）

（犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ）
２

·

ｅｘｐ －
４狇

２犝１
犚犲ｇ１

＋２ｉ狇犝（ ）ｄ１［ ］狋 ；
犑＝γ犘犈狌ｌ犠犲ｌ犕犪

２
ｇ２·

（犃ｇ２犆ｇｅ
ｉθ
－犃ｇ１犈ｇ）（犃ｇ２犅ｇｅ

ｉθ
－犃ｇ１犇ｇ）

（犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ）
２

·

ｅｘｐ －
４狇

２犝２
犚犲ｇ２

＋２ｉ狇犝（ ）ｄ２［ ］狋 ；
犐＝２（１－狇

２

ξ
２
１）
３／２；

犔＝２（１－狇
２

ξ
２
２）
３／２。

色散准则关系式（３９）反映了量纲一参数：液流

韦伯数犠犲ｌ、液流欧拉数犈狌ｌ、液流雷诺数犚犲ｌ、气流

雷诺数犚犲ｇ犼、气流马赫数犕犪ｇ犼、气液压力比犘犼、气液

基流流速差犝ｄ犼或气液基流流速比犝犼与初始扰动振

幅ξ０ 和液膜两侧扰动振幅ξ犼之间的关系。

４．２　 静止空气环境中液膜的表面波（液膜两侧相

位角θ＝０的非对称波形（狊犻狀狌狅狌狊）或θ＝π的

对称波形（狏犪狉犻犮狅狊犲））

典型的表面波形式为非对称波形（ｓｉｎｕｏｕｓ）和

对称波形（ｖａｒｉｃｏｓｅ），上、下气液体交界面表面波相

位角θ＝０、ｅ
ｉθ
＝１为非对称波形，θ＝π、ｅ

ｉθ
＝－１为

对称波形。量纲一色散准则关系式为

犉＋犌ξ
犐
＝０ （４１）

式中：ξ为液膜两侧相同的扰动振幅。其他参数可依

据空气助力下液膜表面波色散关系式中的相应参数

方程简化而得。对于珡犝ｇ ＝０的静止环境气体，由于

犕犪ｇ＝０和犚犲ｇ＝０，所以参数犌应为

犌＝－４狇
２

ξ
２
０γ犘犈狌ｌ

犠犲ｌ
犚犲２ｇｃ

（犆ｇ±犈ｇ）（犅ｇ±犇ｇ）

（犅ｇ犈ｇ－犆ｇ犇ｇ）
２
·

ｅｘｐ －
４狇

２

犚犲１ｇ
＋２ｉ（ ）狇［ ］狋 （４２）

式中：符号“”或“±”的上部符号表示对称波形

（ｖａｒｉｃｏｓｅ），下部符号表示非对称波形（ｓｉｎｕｏｕｓ）；雷

诺数为犚犲ｇｃ＝珔犪珚犆／珔狏ｇ，犚犲ｌｇ＝珔犪珡犝ｌ／珔狏ｇ。

５　 结果与讨论

通过推导，还可以得到气液体表面波圆频率比、

圆频率差和气相振幅比。

气液体表面波圆频率比ω为

ω＝
ωｇ犼
ωｌ
＝犝犼

２狇
２／犚犲ｇ犼＋ｉ狇
２狇

２／犚犲ｌ＋ｉ狇
（４３）

圆频率差为（ωｇ犼为气体圆频率，ωｌ为液体圆频率）

ωｇ犼－ωｌ＝
２狇

２

珡犝ｌ

珔狏ｌ

珋ρｌ
－
珔狏ｇ
珋ρ（ ）ｇ ＋ｉ狇犝ｄ犼 （４４）

上、下气液体交界面的液相表面波振幅比为

ξｌ２

ξｌ１
＝ｅ

ｉθ （４５）

气相表面波振幅比为

ξｇ２

ξｇ１
＝
ｅｘｐ［（－２狇

２犝２／犚犲ｇ２＋ｉ狇犝ｄ２）狋＋ｉθ］

ｅｘｐ［（－２狇
２犝１／犚犲ｇ１＋ｉ狇犝ｄ１）狋］

（４６）

由式（４３）～式（４６）可知，气液体表面波的圆频

率及气相扰动振幅的差别取决于雷诺数，只有当气

体液体流速相等，且雷诺数相等时，气液体表面波的

圆频率才完全相同，液流边界与气流边界重合；否

则，气液体表面波的圆频率不等，液流边界与气流边

界分离。当气液体圆频率比ω＞１时，ωｇ犼＞ωｌ，气体

的扰动振幅将大于液体的扰动振幅，由于气液体均

假设为不可压缩的理想流体，因此在液流边界与气

流边界之间将出现真空的空穴。雷诺数差值越大，液

流边界与气流边界之间相对速度越大，则空穴处的

压力越低，液流与气流边界之间的空穴将会增大。在

高雷诺数下，空气动力作用将远远大于表面张力的

影响，是液膜碎裂的主要影响因素；而空穴的负压作

用会使液膜边界首先变得粗糙不平，进而分裂成液

片或大颗粒液滴，造成整个液膜碎裂的重要因素。对

于实际可压缩气体，空穴处应多为稀薄气体所填充，

且有涡旋产生［７］。气液体的实际交界面位于液体边

界和气体边界之间，近似为液体边界。当气体液体圆
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