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摘 要：为了研究线性定常系统动态方程的解以及传递矩阵的有关性质，将函数的Laplace变换概

念推广到矩阵函数上，建立了矩阵函数的广义Laplace变换概念，讨论了矩阵函数广义Laplace变

换的相关性质；运用矩阵函数的广义Laplace变换给出线性定常系统动态方程的解及传递矩阵的

Laplace变换形式，并给出矩阵指数函数的广义Laplace变换计算。
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Generalized Laplace transformation of linear system
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Abstract：In order to study the solution of the time—invarian．t linear system dynamic equation and

some characteristics of the transfer matrix，this paper applied the conception of Laplace

transformation into matrix function，built the generalized Laplace transformation conception of

matrix function and discussed its relative characteristics．By using the generalized Laplace

transformation of matrix function。this paper worked out the solution of the time-invariant linear

system dynamic equation and the Laplace transformation pattern of the transfer matrix and the

generalized Laplace transformation calculation of the matrix exponential function．8 refs．
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linear system

引 目

矩阵函数在现代控制理论、常微分方程定性理

论、动力学计算及其他工程计算中有着广泛应用，特

别是在描述多输入、多输出系统的传递上有着更重

要的应用。文献[1—3]给出矩阵理论及其在工程技

术中的应用；文献[4]给出一般函数Laplace变换概

念及相关性质；文献[5]讨论了矩阵指数函数的一些

性质；文献[63给出了一阶微分方程组解的指数矩阵

表示形式；文献[7—8]分别给出了计算矩阵指数函数

的方法。本文在建立了矩阵函数的广义Laplace变

换的基础上，给出了线性定常系统动态方程解的

Laplace变换形式，进而给出矩阵指数函数的广义

Laplace变换计算。

1矩阵函数的有关概念

定义1 设矩阵函数A(￡)=(口。(￡))。的每个

元素都是实变量t的函数，且在[o，+。。)上的广义
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积分都存在，则磐阵函数A‘‘’的广义积分存在 3 矩阵函数广义Laplace变换的性质
(或收敛)，记为l A(t)dt。即

J o 由矩阵函数的广义积分性质及定义2不难得到

rA(￡)出一
J 0

r口11(￡)d￡
J 0

r‰(f)df
J 0

raln(￡)出
J 0

r啪ar,m(￡)出
J o

矩阵函数的广义Laplace变换性质。

(1)
(1)线性性质。如果鬟[A，(￡)]一B·(s)，

茇[Az(￡)]=B2(s)，A、卢均为非零常数，则

哭卧A。(￡)+弘A 2(f)]一A戈[A1(￡)]+

定义2 设矩阵函数A(￡)=(n。(￡))。的每个

元素都是定义在[o，+。。)上的函数，函数e-。(其中

s为复参量)与矩阵函数的乘积为

■1l(￡)e-*⋯al。(t)e-。]

A(t)C。=(％(￡)一)。=l ； ；

Iaml(￡)e-。⋯口。(￡)e-。l
(2)

如果对于每个元素的广义积分I 口o(t)e-。dt

在S的某一域内收敛。则矩阵函数的广义积分

l A(￡)eldt称为A(￡)的广义Laplace变换。记作

爰[A(￡)]=I A(f)e-“dt—B(s) (3)

当m—n一1时，此定义就是all(f)的Laplace

变换畏[口。，(￡)]。

引理1 设A∈9“，则含有参数t的矩阵幂级

数。：-。]A。kt；k-收敛。记薹≤苎=酽，特别当r=1时，
F壁：P^
厶k=O k!

。。

2 矩阵函数广义Laplace变换存在定理

定理1 设矩阵函数A(￡)一(a自(￡))。，如果对

于其中每一个元素ai(z)均满足下列条件：①在t≥

0的任一有限区间上分段连续；②当t一+∞时，

a。(￡)的增长速度不超过某一指数函数，即存在常数

M>0，c≥0，使得l nd(￡)l≤Me4，0≤t<+o。成

立(满足此条件的函数，称它的增大是指数级的，C

为增长指数)，则矩阵函数A(￡)的广义Laplace变换

一定存在。

证明 由题设可知，在半平面上Re(s)>f内，

函数ai(￡)的广义Laplace变换一定存在，且在半平

面内是解析函数(见文献I-4-1)。于是由定义2可知，

在Re(s)>c上，矩阵函数A(￡)的广义Laplace变换

笺[A(￡)]=I A(f)eldt—B(s)一定存在。

证毕。

卢黑[A2(￡)]一A Bl(5)+卢B 2(s)。

证明 设Al(f)=(口。(￡))。，A2(￡)一(毛(￡))。，

则根据题设条件有

关队A1(f)+卢A2(￡)]=

(J。[勉心)+胪心)pd‘)。=

A(j。ao(t)e-q‘)。+p(j。b托)e—dt)。=
A冀[A1(f)]+卢茇[A2(f)]=A B1(s)+户B2(s)

(2)微分性质。如果墨[A(￡)]：B(s)，则

笑[A7(￡)]一由(s)一A(O)。

证明 设A(￡)一(口。(￡))。，由于A 7(￡)=

(口7(￡))。(文献[2])，且

冀[口。7(￡)]一s笺[口。(f)]一a。(o)，所以，

黑[A7(￡)]一[冀(口。7(￡))]。=

{s鬟[口i(￡)]一口i(o)}。=

s{发[口。(￡)])。一(以。，(o))，一sB(s)一A(o)

(3)位移性质。如果发[A(￡)]=B(s)，a为非零

常数，则冀[e“A(￡)]一B(s一口)。

证明 当Re(s)>f时，舡A(￡)]=B(5)，从而

舡e“A(￡)]一I e“A(￡)eldt=

J．一0。。A(￡)e_‘一¨df—B(s一口)
(4)积分性质。如果笑[A(f)]=B(5)，则

舡I A(t)dt]=÷曰(s)。

证明 设H(￡)一I A(￡)dt，则有H7(￡)一

A(f)，且H(O)=O。

由微分性质(2)可知

m[H7(￡)]=s咒[H(f)]一H(o)

即 笺[I A(t)dt]一土发[H7(￡)]一

三爰[A(￡)]=三B(s)

同理可证以下其他性质。

(5)相似性质。设a为大于零的常数，如果

冀[A(f)]=B(s)，则发[A(以)]5吉B‘÷)。
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(6)象矩阵的微分性质。如果哭[A(￡)]=B(s)，

则虹，A(￡)]一(一1)”B‘H’(s)。
(7)象矩阵的积分性质。如果发[A(￡)]一B(s)，

则瓤÷A(￡)]一I B(s)ds。

(8)延迟性质。设a为大于零的常数，且

E(t--a)一{兰：妻：，其中，。为零矩阵；E为单位
矩阵。如果冀[A(￡)]一B(s)，则

冀[A(t—a)E(t—a)]一B(s)e-“。

4 线性定常系统解的Laplace变换

定理2 设线性定常系统的动态方程为

下dX(t)：Ax(￡)+Bu(￡)1
l，(≠)：Ⅸ(￡)+DU(￡)} ‘4)

x(o)：o

则该线性系统解的广义Laplace变换矩阵表示

式为

y(5)一W(s)U(s)

式中：A、B、c、D均为矩阵函数；w(s)为传递矩阵；

【，(s)为【，(￡)的广义Laplace变换矩阵。

证明 对方程(4)两边作Laplace变换可得

sX(s)一AX(5)+BU(s) (5)

lr(s)=以(s)+DU(s) (6)

由式(5)得x(s)=(sE—A)～BU(s)，代人式

(6)则有

y(s)=[C(姬--A)一1B+D]【，(s)=W(5)U(s)，

从而得传递矩阵

W(s)=C(sE—A)_1B+D

其线性系统解的广义Laplace变换矩阵展开式

可表示为

y1

；

y。

推论 设一阶线性常系数齐次微分方程组初

值问题为

下dX(t)一AX(f) ]
出 L (8)

x(o)=[z1(o)，z2(o)，⋯，z。(o)]7 J

其中，A=(口。)。，X(f)=[z1(￡)，z2(f)，⋯，毛(t)-17，

则方程组解的矩阵形式为

x(￡)=}l[(正一A)一1IX(O)一e血x(o) (9)

证明 对题设微分方程组(8)作广义Laplace

变换，得5爰[x(￡)]一x(o)一A冀[x(￡)]，

即 sX(s)一x(o)=Ax(s痔

整理得(sE—A)X(s)=X(O)。

所以X(s)=(sE--A)_1X(O)，从而可得方程组

解的矩阵形式为

x(￡)一}1[(出一A)一1-Ix(o)一矿x(o)

(10)

式(10)不但给出了一阶线性常系数齐次微分

方程组初值问题解的矩阵表示式，而且给出了矩阵

指数函数的一种算法，即

矿=畏一·[(娅一A)_1] (11)

例 设系统的动态方程为

掣=E 0dt 一12p+[012 0p]一

l，cc，=[： ；]xcr，+[； ：]ucz， 』y。’2
1 1 Ix。’+l 1 o Iuo’

其中，u(￡)一(￡，e1)7，x(O)一0，求x(f)、l，(￡)及状

态转移矩阵①(￡)一矿。

解 A=[一；：]，B一[；：]，c=[： ；]，
。一[㈡，
sE—A=rC5a：2]，l—A I=一 =l 1，l出一A I=

s+．|

i：2 I娟圳。朋泸c吉，南一1，+2 I叫汁D2川。卜‘言’南)1’

c娅叫。1=南E计
X(s)=(sE—A)一1BU(s)=

s+2 2

(s+1)3。s2(s+1)2

看告+未爵
x(￡)一}1[(迹一A)_1BU(s)-I一

(丢￡2+3￡+4)e1+2￡一4

2一(丢￡2+2f+2)e1

E2=‘]，
矿=茇一1[(逝一A)1]一

打1

s+2

(5+1)2

1

(s+1)2

"

◇

D“；J

彬

Ⅳ㈤；∽

叽

‰

D

0
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广(￡+1)e1

l一￡e_r
5 结 语

re-‘ 1

(1一t)e-。j。

(1)将一般函数的Laplace变换引入到矩阵函

数上，建立了矩阵函数的广义Laplace变换概念，讨

论了矩阵函数广义Laplace变换的相关性质。

(2)运用矩阵函数的广义Laplace变换，给出线

性定常系统动态方程的解及传递矩阵的广义

Laplace变换形式。

(3)给出矩阵指数函数的广义Laplace变换计

算。该方法旨在矩阵求逆及求矩阵广义Laplace逆

变换，表示形式简便。
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